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ANALISIS STABILITAS SISTEM DINAMIK UNTUK MODEL
PERTUMBUHAN DUA MIKROORGANISME DI MEDIUM KEMOSTAT

Oleh :
Herri Sulaiman S.Si, M.Sc
Dosen Matematika FKIP - UNSWAGATI

ABSTRAK

Ruang pertumbuhan dalam medium kemostat memungkinkan terjadinya
interaksi antara dua mikroorganisme yang dapat dimodelkan secara matematis. Telah
diketahui pada penelitian sebelumnya bahwa analisis kestabilan lokal pada sistem model
pertumbuhan mikroorganisme di medium kemostat stabil asimtotik lokal. Dalam
menentukan kestabilan lokal tersebut dapat digunakan matriks jacobian dengan syarat
titik ekuilibrium yang telah ditemukan adalah hiperbolik. Dalam penelitian ini akan
dianalisis kestabilan global dari model pertumbuhan mikroorganisme di medium
kemostat dengan melihat pertimbangan-pertimbangan dari titik ekuilibrium yang telah
didapat berdasarkan penelitian sebelumnya. Lebih lanjut dalam menganalisis kestabilan
global digunakan teorema-teorema dari fungsi penarik global yang berdasarkan pada
fungsi Liapunov dan teorema LaSalle serta seragam persistensi. Lebih lanjut diberikan
simulasi numerik dan potret fase dari sistem model kemostat yang telah dibentuk agar
dapat diketahui perilaku dari solusi sistem kemostat dalam keadaan yang sebenarnya.

Kata kunci : kemostat, mikroorganisme, kestabilan global.

I. PENDAHULUAN
A.Latar Belakang Masalah
Model pertumbuhan untuk dua mikroorganisme di medium kemostat.
Kemostat yang berbentuk tabung (tank) terdiri dari media penyimpanan yang

digunakan sebagai tempat cadangan nutrien, kemudian dihubungkan dengan
sebuah pipa dan mengalir masuk ke dalam medium lain yang digunakan sebagai
tempat untuk pertumbuhan dan perkembangan mikroorganisme dan dikenal
dengan istilah medium kultur. Ke dalam medium kultur dimasukkan dua
mikroorganisme yang saling berkompetisi (bersaing) untuk mendapatkan
(mengkonsumi) makanan dengan satu nutrien yang sejenis. Volume tabung dijaga

agar tetap stabil dengan cara menambah nutrien yang berasal dari medium penyimpanan
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kemudian mengeluarkan limbah nutrien dan mikroorganisme. Berikut ini diberikan

diagram transfer dari sistem model kemostat untuk dua mikroorgansime.

.

f |

Berdasarkan diagram transfer yang telah dibentuk, didapat model pertumbuhan

untuk dua mikroorganisme di medium kemostat sebagai berikut :

11 o Iarryia=tn
i

..:.-- o L ;I:Kz.:ulll'll.nl:l.
L}
— = p(t) ! r

ma® = 2

dan diberikan nilai awal sebogai berikut,
c(0)=cy4>0, p(0)=py>0, danq(0) =q, > 0.

Variabel-variabel dimensional seperti pengenceran dengan satuan (liter/jam),
volume medium kultur dan penyimpanan dengan satuan (liter), konsentrasi
nutrien pada medium kultur dan media penyimpanan dengan satuan (gr/liter),
konsentrasi dari kedua mikroorganisme dengan satuan (gr/liter) dapat diabaikan
terlebih dahulu. Lebih lanjut Sistem model di atas akan ditransformasi menjadi
Sistem model yang baru yang lebih sederhana dengan tujuan agar lebih mudah

mencari solusi eksaknya.Variabel non dimensiona gng dapat diu yaitu
. . |

konsentrasi nutrien dalam satuan ¢y, D dalam satuan Ll 2 dalam satuan :. dalam

1 . . ,

satuan 3, konsentrasi mikroorganisme pertama dalam satuan m,co dan konsentrasi

mikroorganisme ke dua dalam satuan m,co, sehingga variabel-variabel di atas dapat
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0

. = t .
dinyatakan dengan - .. -.DL, 3 m D m D dan t= - Jadi,
diperoleh model matematika baru untuk sistem kemostat dua mikroorganisme yaitu :

- ~ .
1 [ W | o
0 G 1

m® z (o

dan diberikan nilai awal
c(0)=-.>0, p(0)=py>0, dan q(0) a=>0.

Lebih1 -t diasumsikan fungsi respon _ Bic(t)) untuk i = 1,2 sebagai berikut :

i. R,y = Ry,
ii. liferensiabel kontinu,
iii. )) =0,
iv. Bc) naik monoton pada Ry.

(Herri Sulaiman, 2015- Jurnal Euclid Unswagati)

Berikut ini akan dibahas mengenai keterbatasan solusi positif untuk Sistem Persamaan

(D).

Teorema 1
Dimisalkan = t), q(t) dari Sistem (1),
i. Untuk 5 1t > 0 maka berlaku c(t),p(t) dan q(t) > 0,
ii. 0< El—l = <1
Buk* -
i A kan pernyataan Vt > 0 maka c(t), p(t) dan q(t) > 0 tidaklah benar. Berarti
ada .) dengan c(t) < 0, atau p(t) <0, atau q(t) < 0.
a). Andaikan ada t = 0 deng~+ c(t) < 0. Dir~i~alkan t* = minf{t: t > 0 dan c(t) = 0},
maka c(t) >0, Vte[0,t" ' m ortama di sistem (1)

| | L BN Iy |

dipunyai,¢(t) =1—c(t)— NI - - n
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Karena c(t*) = 0 dan menurut asumsi (iii) yaitu _ #0) = 0 maka ¢(t*) = 1 > 0. Jadi
¢(t) > 0 pada suatu persekitaran t*, atau c(t) monoton naik pada selang (t* —e,t* +
g) untuk suatu € > 0. Karena c(t) monoton naik berarti ada c(t) yang positif pada
interval (t* —e,t" +¢€), sedangkan pernyataan di atas mengatakan bahwa ada t= 0
dengan c(t) < 0 yang berarti c(t) tidak naik pada selang (t* — €,t" + €). Dalam hal ini
kontradiksi, jadi benar bahwa c(t) > 0 untuk semua t > 0.

b). Andaikan ada t = 0 dan p(t) < 0. D isalkan t; =gmin{t:t > 0dan p(t))q(ty)
0}. Lebih lanjut diasumsikan untuk p(t =0 dan q(t > 0 pada interval t € [0,t n
Kemu..ziu dl ilkan :

M= 1tt [k () —D gmaka untuk t € [0,t gpersamaan ke dua di sistem (1)

akan menjadi p(t) = Mp(t) dan untuk p(t) = Mp(t) diperoleh
2O > Mp(t)

= d(®) > Mdt,
p(t)

kemudian masing-masing dintegralkan didapat

B
fp(t) = J Mdt

< In|p(t)| = Mt+c

& elr® > ¢l

= pt)=e >0

Lebilggnjut untuk t =01 a p(0) = e sehingga diperoleh p(t) = p(0)e n untuk
t=t akeqg peroleh p(t,) > p(0)e™ dengan eMu g Untuk p(t) = lgg't) berarti
didapat p(t = p(0)e™" > 0. Dengan demikian p(t positif berarti p(t naik pada
interval [0,t1], sedangkan pernyataan di atas mengatakan bahwa ada t > 0 dengan
p(t) < 0 yang berarti p(t) tidak naik pada interval [0,t]. Dalam hal ini kontradiksi, oleh
karena itu benar bahwa p(t) > 0 untuk semua t > 0.

¢). (Pembuktian analog untuk q(t) > 0).

(ii). Dari Persamaan pertama dalam sistem (1). Untuk p( | 0 dan 0,

|
maka Persamaan pertama dari Sistem (1) menjadi ¢(t) < 1 — c(t) untuk setiap t > 0.

Untuk ¢(t) < 1 — c(t) diperoleh
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1
w-=1—c),
et < dt.
-kl
Lebih lanjut deng 1gintegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh
~(-1),¢,
f 1— £} =
teft) |
= - Ei‘. st f |
e m )™ 4+
ol
L.C
—cftl = &)

& (1—c Mg e'e",
- mmeal
< gt e ¥
mila 'anjut u il Y dimewoleh ) =1 —e7" atau ekuivalen dengan e==1—
'~ kare
H e N ) .

= L1+(c(0) DeF,

(clo)=1
al

Sc)<1+

Jadi diperoleh %Lrg c(H)<1l =m

Teorema 2
Dimisalkan Dy, = max{1,D{,D,} dan D, = min{1,Dq,D,}. Untuk suatu € >0,

solusi c(t), p(t) dan q(t) dari sistem (1) memenuhi :

1

Dmax

Bukti:

—e <c®+p® +qH) S—+e&

Dijumlahkan tiga Persamaan dalam Sistem (1) didapat :
(c+p+aq) =1—(c+Dip+Daq)
Menurut definisi Dyax dan Dy, maka didapat :

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525
©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon



Jurnal Euclid, vol.3, No.1, p.452
1 ||
1-D Llc+p+q) <(c+p+q) -D gtp+a.

Dengan demikian

1-D ((c+p+q=<(c+p+q)

(c qlr

= = x—.:+p+q)’.
Lebih lanjut diperoleh :
7 — ! 1
5.1; v < —(c+p+q)
‘ Dmin
SCc+p+rs --Erom
Oleh karena itu
(c+ptq)’  (c+pt+q)’
Dmin - Dmax )
Dimisalkan
ctpta)’ ___(ctp+a)
Dmax - Dmin
dengan,
1 Ce< 1 (c+p+q)
Dmax Dmax Dmax
dan
1 ! 1
- (ctp+a) < + &,
Dmin Dmin Dmin
Jadi diperoleh :
—e<(c+p+qg =< + €.
Dmax ( p CI) Dmin

Berikut ini, diberikan teorema mengenai titik ekuilibrium dari model Sistem (1)

Teorexﬁ
i. Sisteggel) mempunyai Titik Ekuilibrium E;(1,0,0).
|

. mm >, rE m (1) mempunyai Titik Ekuilibrium E, g | 1gan
E o "
iii. Jika W1) >, maka Sistem (1) mempunyai Titik Ekuilibrium E3 €, ,%_25 1gan

¢ memenuhi WE) = D,.
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Lebih lanjut, diberikan teorema mengenai kestabilan titik ekuilibrium dari model
Sisteggy ‘™).
Teor m4

Jika ) < D; untuk 1,2 maka Titik Ekulibrium E; (1,0,0) stabil asimtotik lokal.

Teo

Jika e ' maka Titik Ekuilibrium E, - u I bil asimtotik lokal.
Teo a6

Jika WEE) — 0 maka Titik Ekuilibrium E3 €, o bil asimtotik lokal.

D2
B. Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian dari latar belakang masalah di atas, dikemukakan
rumusan masalah sebagai berikut :
1. Bagaimana kestabilan global titik ekuilibrium dari model kemostat untuk dua
mikroorganisme?
2. Bagaimana interpretasi kestabilan global dari salah satu titik ekuilibriumnya ?
3. Bagaimana grafik simulasi numerik dan potret fase dari kestabilan global titik
ekuilibrium pada model kemostat untuk dua mikroorganisme?
C. Tujuan Penelitian
Penelitian ini bertujuan untuk :
1. Menganalisis dan menemukan kestabilan global dari titik-titik ekuilibrium
model kemostat untuk dua mikroorgansime.
2. Menginterpretasikan kestabilan global dari masing-masing titik ekuilibrium
pada model kemostat.
3. Membuat grafik simulasi numerik dan potret fase dari kestabilan global titik
ekuilibrium pada model kemostat untuk dua mikroorganisme.
D. Manfaat Penelitian
Dengan mengacu pada tujuan penelitian di atas, maka manfaat penelitian

meliputi hal-hal berikut ini :
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1. Penelitian ini dapat menjadi salah satu acuan dalam menyikapi keadaan
lingkungan yang saat ini tercemar oleh zat-zat yang berbahaya khususnya di
daerah lingkungan pertambangan.

2. Selain itu, penelitian ini juga dapat menjadi salah satu acuan dalam melihat
pemodelan matematika untuk kasus- kasus yang serupa.

E. Tinjauan Pustaka
Penelitian ini mengkaji dan mengembangkan kembali jurnal yang ditulis oleh

Herri Sulaiman yang berjudul: Analisis Kestabilan Lokal Dalam Pertumbuhan

Mikroorganisme di Medium Kemostat, Jurnal Euclid. Vol.2 Edisi Januari 2015 yang

menjelaskan mengenai analisa kestabilan lokal dari model kemostat untuk satu

dan dua mikroorganisme.

F. Metode Penelitian
Penelitian ini dilakukan dengan cara menganalisis, mempelajari dan

mengembangkan kembali Jurnal yang ditulis oleh Herri Sulaiman (2015), yang
membahas tentang analisa kestabilan lokal dari Sistem model kemostat untuk
satu dan dua mikroorganisme. Kestabilan lokal didapat dengan menyelidiki
terlebih dahulu titik-titik ekuilibrium dari Sistem model kemostat yang telah
dibentuk.

Penentuan titik ekuilibrium digunakan untuk menentukan kondisi steady state
dari konsentrasi nutrien dan mikroorganisme agar dalam keadaan setimbang.
Kestabilan dari titik ekuilibrium digunakan untuk melihat tingkah laku dari
solusi-solusi di sekitar titik ekuilibrium dalam kaitannya dengan keadaan nutrien
dan mikroorganisme untuk waktu yang cukup lama.

Selanjutnya, untuk menentukan kestabilan global digunakan fungsi penarik
global (Global Atrraction Function) yang berdasarkan toerema Liapunov-LaSalle
dan Keseragaman Persistensi (Uniformly Persistence) dengan melihat sistem model
kemostat untuk dua mikroorgansime. Langkah terakhir adalah melakukan

simulasi numerik dari model yang bertujuan untuk mengilustrasikan perilaku
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mikroorganisme dan nutrien pada model yang telah dibentuk dengan
menggunakan parameter-parameter yang telah disesuaikan dengan teorema yang
terkait. Simulasi numerik dibuat dengan menggunakan program MATLAB versi

R.2011.A.

II. LANDASAN TEORI
Kestabi'~gg*~~~t ditentukan dengan melihat jenis potret fasenya. Teorema
berikut ini i runakan untuk menentukan kestabilan titik-titik ekuilibrium

dari sistem

Teorema,? 1 (Perk~-1991)

Diberik- stojijiay  entuk ka lan idalah nilai f=8n dari

matriksm ng atrike beruki =~ 2X2 dan titik ekuilibrium | m

1. Jika lan eal b ~~mymmrtanda maka titik ekuilibrium ro—
node. Tidak stabil j <eduanya positif dan merupakan atraktor
nega* ggsedag~kan lan  eduanya negatif maka titik ekuilibrium adalals

stabi mmnat or positif.

2. Jika lan eal, berbeda nilai dan berbeda tanda maka titik ekuilibrium
dikat~'gn sadel. Perilaku orbit adalah hiperbolik. Titik ekuilibrium bukan
atrak

3. "@ ion ks konjugate dengan bagian real tak nol, maka titik

u
ilib 1+ g g " fokus /spiral. Misalkan nilai eigen A;, = p + wi, jika

0, 0 titt - ku um tidak stabil dan merupakan atraktor negatif,
seda=~“an “ig 0, 0 titik ekuilibrium stabi' 7~ merupakan atraktor
posimm

4. Jika lan = majiner murni maka titik ekuilibrium g D center.

Tanda dari nilai eigen suatu matriks dapat juga d*gg*-"~ oleh tanda
determinan dan trace matriks tersebut. Untuk itu teoren : it dapat juga

digunakan untuk menentukan kestabilan sistem berbentuk
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] T .
Tiagrema ? ? ‘Pe-'e@.1991)
mperikarg e en __—— < " atriks berukuran 2x2, § = det(
trace an - .1h satu-sagm < ekuilib-igg—
1. Jika 6 < 0 makammtgg berbentuk Kajjdgan | da titik asal.
2. Jika 6§ > 0 dan - 0 makaggi~*em berbemmmx koglgny ~~de pada

titik asal. Stabil mm 0 dan ti gy stabil jika 0.

3. Jika 6 > 0 dan 46 <0, dan 0 maka s*~fgr~ “gjbermm katakan
fokus pada titik . Stabil jika 0dantide : mka 0.

4. Jika 6 > 0 dan 0 maka sistem berbentuk katakan center pada titik
asal.

Bukti :

Nilai eigen dari matriks pate. mm am ¥ngan cara:

[
|

1. Jika 6 < 0 makaggdapat dua nilai eigr s mm an berlawanan tanda, sehingga
menurut teoren; 2 sistem berbentuk katakan ~yge! ~pda titik asal.

2. Jika § > 0 dan 46 > 0 maka terdapat dua nilai eig- 1 rang bertanda
sama, sehingga ~~nurut teorem~ ? .2 sistem berbentuk lkatakan node
pada titik asal.

3. Jika § > 0 dan 48 < 0 dan 0 maka terdapat dua nila ~ am  ompleks
konjugat, sehinggs menurut teorema 2.2 sistem be="gjtuk ikatakan
fokus pada titik = L

4. Jika § > 0 dan 0 maka nilai-nilai e riks 1ajiner murni sehingga
menurut teorema 2.2 sistem berbentuk katakan center.

2.1 Fungsi Liapunov
Pendekatan yang dapat diambil untuk mengetahui kestabilan titik

kesetimbangan baik hiperbolik (yaitu titik ekuilibrium yang matriks Jacobiannya

mempunyai nilai eigen dengan bagian realnya tidak sama dengan nol) maupun

tak hiperbolik adalah dengan mencari fungsi Liapunov. Fungsi Liapunov

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525
©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon



Jurnal Euclid, vol.3, No.1, p.457

mempunyai kurva tertutup yang mengelilingi titik kesetimbangan sehingga dari
sebarang titik di kurva tersebut akan diperhatikan suatu lintasan di sekitar titik
kesetimbangan. Teori kestabilan Liapunov diantaranya dijelaskan oleh Liapunov
(1892) serta LaSalle dan Lefshetz (1961). Sebelum mengetahui definisi dari fungsi
Liajgiigi~ “W-rikan definisi-definisi yang berkaitan terlebih dahulu pada suatu
Sis m n.
[ (2)
dengan  ‘:rdefinisi dan meggenu" g s " ‘ ~i'merhadap beberapa titik

padahim nan:

{( - N |

dengan adalah konstanta positi constan. Diagm 1 B 0
penyelesaian dari sistem, jgf*~gga | = 0 untuk setiap elanjutnya
e Pum i wmopine apunov dapat digunakan untuk mempelajari

Py | 0 dari (2). Bentuk fungsi bernilai real

vy ”‘I —
yang mige - . ymain :

m L

des u 20 0« an diasumsikan :
1. g 1iemiliki tumms~~ ~§al pertama yang kontinu terhadap .
>tiap titik di
2. ,0) = 0 untuk
Definiggy—?
Fungsi L >s [ negatif) pad~ ika V( g 0 atmen
Fomgsi ™= , nem~ i jg-p ©osis ¥ar T sama sebagat T g
wpi d kan bebgg m | pamm mt *\gils —mmlefinit positif m pada
P~ i M meTlm W ® = 0. Fungsi efinit
po gy ¥ SN B ang definit positif, sehingga

v( ] ‘ .l
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e “m -
NS m g mbatas jik~ ~71 konstanta > ® ~2hing~~ v/ i
i lempun as atas yang kec  kali ( = 1 womal nd)
C N punymmmt yang g W
j m batas dan ' berakibat ada 03] an 1aka
| I e
Tia i 24
| stabil asinetotis, - #+ ~da fungsi g definit positif pada
| o empunyai  as at. §  * kecil sekali (infinitesimal upper bound) serta -

definit negatif pada  1aka I 0 penyelesaian yang stabil asimtotis untuk persamaan
(2).

Teorema 2.5

Tegjon wik stabil: jika ada fungsi engan domain  ang memenuhi hipotesa

ber—

1. e yfiigbatas cumgiciggakcci! sekali (infinitesimal upper bound)

2. | mf 1 froda

3. Terdapat ' h mga mh konstowmmm sitif, maka terdapat "1
sedemikian sehingga | hdan >0 maka ™ 0+ stabil.

Teorema 2.6
Tegjyi w*abil asimtotis global : jika ada fungsi engan domain ang

me mm ipotesis berikut ini :

1 tempunyai batas ~*~gm ng " " msimal 1 .rr bound) pada
=== titik dalam himpu ={C _m I Mid-w  omsta-igpositif.
2. w p—*itnegatif pada
3. W m m positif terha”§~  mmnana ter g T 1 .) =0,
1 u 0 jika S€I’li1’lé-. ' 0 dan V( rlaku -
4. I B W o0.Sehingga I 0 penyelesaian yang stabil asimtotis global untuk

persamaan (2).
Pada dasarnya, suatu sistem dikatakan stabil jika trayektori penyelesaian di

sekitar titik setimbang mendekati titik tersebut. Stabilitas Sistem dapat dianalisa

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525
©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon



Jurnal Euclid, vol.3, No.1, p.459

secara lokal dan global. Stabilitas lokal adalah perilaku lokal dari trayektori di
sekitar titik setimbang dimana setiap trayektori mendekati titik tersebut, dan
untuk mencarinya diselidiki terlebih dahulu keterbatasan penyelesaian Sistem.
Sedangkan untuk stabilitas global, salah satunya dapat dianalisa dengan
menggunakan teorema La-Salle yang berkorelasi dengan Liapunov. Hubungan
antara fungsi Liapunov dan kestabilan digambarkan pada definisi dan Teorema
Liapunov-Lasalle berikut ini :
Defiath””
Mi g
.= "1 3)
~-~ gk s* i persamaa diferengmmberdimensi n. fungsi i rdef i di
n rbuka di ", dan idalah hirc=~~ bagian iri Fungsi
ikatakan fgngsi Liapunov untuk pe m 1(3)di  «<a:
1.  or” uc¢ gdapat ggurunkan disetiap titik
2. =V [0di
TEETT
m m Jlalah I spunov g mersamaan (3) pada daerah ‘ung
{ O, m ' I}'m mulah himpunan invarian terbesar di
Maka setiap trayektormwerbatasm  uk - Odari persamaan (2.21) yang ada di
mendekati himpunan  untuk 00

2.2 Persistggy’

Ambil ~k ruang mefw ang pgggn—ak dengan  aetri” J-p e
tertutup gri N b em . lapat pula fungsi k= = g ——
N e pilmme 70 di bawah m

| = 1 m tinu sehingg. H . I

1 an d isahkan oleh m " im
Beberapa fungsi tersebar luas dalam aplikasi untuk model pe mk 1 k
sebagai satu kesatuan yang selalu non negatif. Sebagai contoh | i
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bagian Sistem yang non negatif berada pada " dan representasikan
komponen populasi yang interaksinya dimodelkan fungsi

Dari penjelasan di atas, maka dapat digambarkan persistensi Sistem
merupakan kondisi dimana tidak ada komponen populasi yang punah dalam
suatu Sistem (Butler G dan Waltman P, 1986). Secara geometri, sistem dikatakan
persisten jika trayektori dari setiap komponen populasi menjauhi sumbu
koordinat.

Kemudian beberapa teori persisten yang “g't>*"jg dengan pemb-h~pg « guamn

penelitian ini akan dibahas terlebih dal =ggan —emberi o 7} ™
linqghitz lojgy! ~~ sistem persamg -~ g Hi unan I3} lisebut
rian ma ~uo pegglesai len -. WU g finig g ~etiap

- Oda» [ I3 iap ] 0  dinamak rarie g e
penyels dengan _ MO _ erdefinisi untuk setiap lan - intuk
setiap Salah satu contoh invarian adalah titik ekuilibrium suatu Sistem

persamaan djferensial.
Definisig 9 rirasakdanon, T dan Thienaghl. Ty 20¢

Asjgsil subset invarian maju terhi = p =7, L=

demmn  phgpigiartufgi- realtif terhadap ~ an m @i @n majr \b*! .]

a. .dinz nifc = weak repeller untuk i ‘dapat 0 gmingga
m Sup 12 ntuk semua penyelesai: W ngan
b. Idin. m nif strong repeller untuk erdap m mmingga
linf e ntuk semua penyelesaian SECAECUI O
Togigina g Wmrssakgg-filg™ “an Thiem g mm
al - Mmlips ~kontinu m ¥ nvarian maju untuk
alam _ mer - Betika o himpunan terbatas d:
ekuilibrium dalam A sumsikan bahwa penyelesaian berawal dan ada dal~

untuk setiap waktu y g konvergen terhadap salah satu titik ekuilibrium

Setiap ekuilibrium di ~ membentuk himpunan invarian yang terisolasi di an
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T [
merupm n weak repeller untuk sehingga m dak siklik (acyclic) dalam

Maka  dikatakan uniform strong repeller untuk
Beberapa definisi berikut memperjelas macam persistensi yang mungkin
*qig i dalam suatu Sistem.
W misi 2.26 (Butler G dan Waltman P, 1986)

Iatakan persisten lemah jika untuk seligee 0.

m misi 2.27 (Butler G dan Waltman P

Wtakan persisten jika untuk setiap _ 0.

B miot? " Byllentm 7 Wl P, 1986)
W I 1 terdapat - 0 sedemikian hingga untuk

setiap ] I A m

III. PEMBAHASAN

3.1 Analisis kestabilan global dalam model pertumbuhan dua mikroorganisme
di medium Kemostat.

Dari latar belakang permasalahan di atas telah diketahui bahwa sistem dari model

kemostat untuk dua mikroorgansime adalah :
T -
(1) 1

m) o 2 N

dan diberikan nilai awal
c(0) = ~.> 0, p(0) = py> 0, dan q(0) > 0.

Lebih1 -t diasumsikan fungsi respon Mic(t)) untuk i = 1,2 sebagai berikut :

1. 1R - 4R
ii. liferensiabel kontinu,
iii. ))=0,
iv. M) naik monoton pada R;,
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Berikut ini, diberikan teorema mengenai kestabilan global dari titik ekuilibrium
untuk model Sistem (1).
Telah dibuktikan di penelitian sebelumnya (Herri Sulaiman, 2015) bahwa titik

ekulibrium E;(1,0,0) stabil asimtotik lokal. Berikut ini akan diberikan teorema yang

ME tentang kestabilan global untuk titik ekuilibrium E;(1,0,0) dan
EZ(. = [ |
T
m (]. I o 12 maka solusi dari Sistem (1) memenuhi
P | ),0).
Bukti :

a. leetah. | R I.darl Sistem (1) yaitu :

B(t) = p(t) o B (1.1)
Untuk n buktikan tleE)o(t) =0, Wmsa terlebih dahui min g )
'na _M1)-D; <0 maka dide - dengan .onstanta. Karena
Wic(t)) — Dy > O gg*a didapat Dy~ B Jleh karena itu Persamaan (1.1)
me i
|
dipy
g m - (o -
dp S
_ﬁ-‘ i ]
HI
M m

Lelim 1jut g w mengintegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh

[ -
= Imt)]s -At+c
gnip)l < ¢
p()s = %
dengan menggunakan prinsip apit didapat
fmos () < lirg e,

dengan kata lain tIim[.?o(t) = 0.
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L
b. Diketahui e | Bt Sistem (1).
q(t) = a(t) _m me
Untuk embuktikan tIimo( t)=0, d ilkan terlel  ‘ahulu min n

karena 1) — D;< Omagm W | B O0dengan mstanta. Karena N0

D, )maka- a g B, Dlehkarena itu Persamaan (1) menjadi
dgl
.-
Yam 3
c |
- gy
N

Lebilm jutd g @ 1engintegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh
J' —_

= Ja(t)]< -Bt+c

ghlda®l < ¢l |

dq

[ —

q{

) 7 %

dengan menggunakan prinsip apit didapat
jmo lig() <., lrg e

dengan kata lain tIimq(t) =0.

c. Diketahui Perpm I — -(l).

Ct)y=1-c(t)— m - | Jari pembuktian (a) dan (b) diperoleh

&i_‘!‘ t) = Odan fIi‘m-qq(t) = 0.Dengan demikian Persamaan (1) menjadi :

i
—E .: 1 "1_1_\1._.1

w{t) _
—cit) i

Lebih lanju! f.’mg:. n @ wtegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh

- om o L
= &
@(1'— F._ 4

(=&l
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— s "

S om | c
& | - -1

= I 1-077%

Leb: T"IL untuk ) sleh (1 € mm ini ekuivalen dengan € ¢ =
1- 1 karenaitu 1)=1-¢e¢*' m )

- I 1+ (c(Dy 1)e7t,

_ (=1
A (b - 1 + = gl
Lelggg gut un - oakan diperoleh tIim(('):o(t) = 1. Jadi terbukti bahwa
tIim t),q(t) )JO).m

Berdasarkan Teorema 3.1 jika

a. Laju pertumbuhan mikroorganisme pertama lebih kecil dari laju aliran fluida
yang keluar dari Sistem.

b. Laju pertumbuhan mikroorganisme ke dua lebih kecil dari laju aliran fluida
yang keluar dari Sistem.

Pada awal waktu berapapun proporsi dari nutrien, proporsi dari mikroorganisme

pertama dan kedua, maka untuk waktu yang cukup lama pada akhirnya proporsi

nutrien akan mendekatil,sedangkan mikroorganisme pertama dan ke dua akan

habis.

Pembuktian untuk titik ekuilibrium E;(g = m _2bil asimtotik global dapat

dijelaskan dalam teorema 3.2 di bawah ini.

Teo1 |

Jike - ﬁl § mm EE msemua solusi untuk sistem (1) akan konvergen ke
|.'l.

i |

tll_.m m t,q(t) — u |

Bukti :

Syarat lan sksis 1z ipabila “m > 1 sehingga @ uf

Sedangkan untuk Dy < m Iiba. _TL Vlisalkan diambil D45 < d; dan

Dmin > d; sedemikian sehingga <m € nenurut teorema 2 (di landasan
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teori) menunjukkan bahwa B < c(t) + p(t) + a(t) < © m ilai 1g cukup

besar, maka diambil

dan
|
m 0 - »
serta dibentuk fungsi *bagai fungsi yang diferensial kontinu dengan
didefinisikan :
(
i - | o
| A
{ﬁ_ E i Lh [ -
g
I -
|
= ¢ : - ! 3 jika |
- =i e ' o = == e o
<& I 0 Kemwdiany didefinigikan, fungsi liapunov untuk
m | om 7.
' )= W —
I . IFJ [ i' I
E--- Ln ]
’ , 1 1
SR IR (USROS B B
-
dengan ™

Turunan erhadap waktu disekitar penyelesaian persamaan diferensial yang

Wet lat
| K4
S ro - ”‘ p( .j%' “= m

P II-

1.
Untuk menganalisis bentuk dari ~ ikan diselidiki beberapa komponen yang ada

sesuai dengan teorema kestabilan asimtotis global liapunov, diantaranya :
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Jurnc R Ji I

;'
|

1- B — o p( j bernilai nega I = 0<

e - glem K g "0 jika dighany) g g ied mEE

p( - p( m lai negati tuk I mo  E I | =
untuk L lan | ™= I Quntuk ] OSerta | | m 0 untuk I
Sehingga dapat dika mmmkomponen pertama dari nilai negatif dan
mggdekati Qptyle B0V kg A PV ia B e gtk
k- I'II. l1a ] J.'-i]-l;Sik.ﬂ: u EEE
iy Kl g izt

S N ONSh | Ry
Jike o @ Lfl. )

Kzle Ll Qan 0

i p, WP |

Se g +~0mponen dari persamaan gma; m pmm WU ke 0 jika dan hanya jika

p( [ | Ef d gan cat a: o | | elal nilai positif. Menurut
definisi dari it m |- 1tuk 0 I mmkinan
nilai dari h. .r' K=l - - = | i Jika ]ni| i EE emua
kogr~r—um ukh F‘t| Em P

Jikm mm daka | I n( groo B - ™rl- diketahui bahwa
pl_m -y Mogm N komn i iy m ja b ¢ oasitif S Menurut
dpg ¢ g1 m lapat i c)) MEar( j  Jengy emikian
h il | B atuk ] @an :-Lii, dan akan 0 apabila p( B E;—f

Menurut teorema 2 (di landasan teori) setiap solusi dari sistem persamaan (1)

yang terbatas termuat di W dan r-~nurut te~~maglg‘d "~35 i tec iy setia=

solusi untuk sistem model (1) : >ndekati my n | an nikia
hirg§nan invarian terRgeqy dari  untuk {{ .p" 1.5'Y =}0
ga—m oleh masing-masygg  § yaitu:

)i\ dimana gy  0,1]
.;I m, dimana B [0,00 )
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(@P dimana p( [0,00.)

.
Karena  esba*yg majgp setiap titik ( | ™™ t'4gk dapat dibentuk ke dal

hirmman - o soluﬂi.vaio h. « itik ekuilibrium interior
ik ( E enga gl @an g | sehingga akan menjadi 0 =
|~¢ : ..
I— - p( =B p( I e ari per,_maa m tdua di sistem (1)

yaitu E'Eﬁ- 0 dengan B 0. Dengan demikian = { sehingga terbukti

balt em (1) m D ke

im™ 0,00 Le " w

3.3. Simulasi Solusi dan Potret Fase
Berikut ini diberikan ilustrasi perilaku proporsi dari nutrien c(t),
mikroorganisme pertama p(t) dan mikroorganisme ke dua q(t) terhadap waktu

dengan menggunakan softwere MATLAB versi R.2011.A.

3.3.1. Perilak 1 lari proporsi nutrien dan kedua mikroorganisme dengan titik
ekuilibrium Ill,ﬂ,ﬂ).

Berikut ini akan disajik~», simulasi da~* =roporsi nutrien, mikroorganisme
pertama dan ke dua padal s bebas dari  roorganisme pertama dan ke dua.
Dalam simulasi ini dipilih #c) = amTCc dan MC) = bnTC dengan @ = 036n=104"
a=01;b=0n6;D;=D,=11.Tenrema 3.1 telah me  :aji se ani s bah

titik ekuilimm m E;(1,0,0) stabil agmmstotik global jika 1) < an Ml) <

, _ mc . _ (036).1 _ 036 _ ‘ .

etaht  Mic) = —= maka nilai 1) =557 = 17~ 032  ngga memenuhi
L. | . y _ hc . . _ (04)1 _ 04 _

ml) < lerikutnya dggggahui ) = Dre maka nilai dari 1) = L= 18-

0.25 sehingga memenuhi _M1) <

c(t), p(t), dan q(t)
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Ldil gambar di atas terlihat bahwa untuk tiga syarat awal yaitu
h m .3,0.2,0.6), maka solusi ¢(t), p(t)dan g(t) menuju titik ekuilibrium
E1(1,0,0) dengan c= 1, p = 0 dan q = 0. Titik ekuilibrium E;(1,0,0) disebut juga
sebagai titik ekuilibrium bebas mikroorganisme, yang berarti di dalam medium
kultur sudah tidak ada lagi mikroorganisme pertama dan ke dua, hanya nutrien
saja yang tetgg har~a di dalam medium kultur.
3.3.2. Perilak | mrn  reysi nutrien dan kedua mikroorganisme dengan titik
ekuilibrium zl.%’fl 0y
Ber*'~** ini disajikangs*mulasi dari proporsi nutrien, mikroorganisme pertama
dan ke 1 pada kasus = bas dari mikroorganisme ke dua. Dalam simulasi ini

nc

dipilih _mc) = g dan MC) = denﬁm m=12, n= 10i’al= 0.8, b= 0.6, dan

Hr‘
D, = D, = 5.1. Teorema &'® B  engkyuggecara analitis bogg sistensi
| titik ekuilibrium E2(. LI _alah M1) > D; dengan ™ ketahui
mic) = a—n: o [ai dari oy g m 66 sehingga mement..'. > D;.

¥

Nilai dari g g oo = o -didapat © 51=-=
= 5108 4 —

< 4.08
< -69 [
™
Karena @ o m - 5.1 maka didapat %1_3 Jadi diperoleh titik
ekuilibrium E2(. B lah (0.59,0.08 ,0). mmmmmrema 3.2 tel m ki
T gl untuk titik ekuilibrium E, (s B _.|i1 al 1h — hi
o : m demikian,diperoleh [ %%IE : 495 yang
memenuhi M . Berarti E, stabil asimtotik global.

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525
©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon



Jurnal Euclid, vol.3, No.1, p.469

t = waktu

Dari gambar di atas terlihat bahwa untuk pengambilan tiga nilai awal yaitu
Co = 0.9, 0.68, 0.16, maka solusi c(t) yang menyatakan proporsi dari nutrien akan
menuju ke titik 0.59. Dari gambar di atas dapat diartikan baq - rsi dari
nutrien pada akhirnya akan dekat dengan 0.59 (yaitu Bm mEEE guk nilai
awal yang berada lebih kecil maupun lebih besar dari g

Berikut ini disajikan grafik solusi p(t) terhadap waktu yang menyatakan

proporsi dari mikroorganisme pertama yang berada di dalam medium kultur

dengan nilai awal p, = 0.2, 0.07, 0.39.

| | | | | | | | |
]
| | | | | | | | |
L Ty

Dari gambar di atas diketahui bahwa untuk pengambilan tiga nilai awal yaitu
Po= 02,007, 039, maka solusi p(t) yang menyatakan proporsi dari
mikroorganisme pertama akan menuju ke titik 0.08. Hal ini menunjukkan bahwa
proporsi mikry -'I g ¢ pertama pada akhirnya akan dekat dengan 0.08 (yaitu

nilai dari p= = m F untuk nilai awal yang berada lebih kecil maupun lebih

besar dari p = <
1
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Berikut ini disajikan grafik solusi c(t), p(t) dan q(t) terhadap waktu yang

menyatakan proporsi dari nutrien, mikroorganisme pertama dan mikroorganisme

L Yo dup berdampingan di dalam medium kultur dengan nilai awal
I g 027, 042).

Berdasarkan gambar di atas terlihat bahwa untuk syarat awal 1o
(0.3, 0.27, 0.42), maka solusi c(t), p(t) dan g(t) pada akhirnya akan menuju atau
konvergen ke titik ekuilibrium E;(0.59, 0.08, 0).

Berikut ini disajikan proyeksi potret fase c(t) terhadap p(t) yang menyatakan

proporsi dari nutrien dan mikroorganisme pertama yang saling berinteraksi di

dalam medium kultur.

Dari gﬁmbar di atas terlihat bahwa setiap trayektori penyelesaian c(t) dan p(t)

gPa pengambilan nilai awal yaitu

H N
n w02:(06,03),0 4 = I l.,0.8),(0.1,0.3),(0.2,0.5) dan
(0.4,0.8) akan menuju ke titik E = i m 59, 0.08). Hal ini menunjukkan
|

untuk waktu yang cukup lama, proporsi dari nutrien pada akhirnya akan dekat
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dengan 0.59 dan proporsi dari mikroorganisme pertama pada akhirnya akan
dekat dengan 0.08.

Berikut ini disajikan proyeksi potret fase c(t) terhadap (t) yang menyatakan
proporsi dari nutrien dan mikroorganisme ke dua yang saling berinteraksi di

dalam medium kultur.

ool — 1 ___L_J_

03 04 0.
c(t) = proporsi dari n

Dari z%mbar di atas terlihat bahwa setiap trayektori penyelesaian c(t) dan q(t)

ipa pengambilan nilai awal yaitu

H BN N
w06).(06,0.7),(0.2,0.5),(0.7,0.5),(0.8,0 u ,(0.2,0.9) dan
(0.01,0.7) menuju atau konvergen ke titik (c= ‘059, 0). Hal ini

menunjukkan interaksi antara nutrien dan mikroorganisme ke dua, pada akhirnya
mikroorganisme ke dua akan habis dan proporsi nutrien akan selalu dekat

dengan 0.59.

IV. PENUTUP
A. Kesimpulan
Diberikan model kemostat untuk dua mikroorganisme yaitu pada Sistem (1)

di atas. Dari pembahasan dan pembuktian teorema pada bab pembahasan maka

dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :

1. Titik Ekulibrium E; (1,0,0) merupakan titik ekuilibrium stabil asimtotik global.
Interpretasi hal tersebut jika (a). Laju pertumbuhan mikroorganisme pertama
lebih kecil dari laju aliran fluida yang keluar dari Sistem (b). Laju pertumbuhan
mikroorganisme ke dua lebih kecil dari laju aliran fluida yang keluar dari

Sistem. Pada awal waktu berapapun proporsi dari nutrien, proporsi dari
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mikroorganisme pertama dan kedua, maka untuk waktu yang cukup lama
pada akhirnya proporsi nutrien akan mendekatil,sedangkan mikroorganisme
pertama dan ke dua all_ &y

2. Titik Ekuilibrium B, g - | grupakan titik ekuilibrium yang stabil asimtotik

global. Interpretasi hal tersebut jika laju aliran fluida yang keluar dari Sistem lebih

besar dari laju pertumbuhan mikroorganisme ke dua terhada'. ——

nutrien. Pada awal waktu proporsi dari r g dekat dengan o m i

mikroorganisme pertama dekat dengan =

D, B pProporsi mlkroorgamsme

kedua sangat sec 1 untuk waktu yang cukup lama, proporsi nu

. . . . 1-W
akan mendekati g g Mikroorganisme pertama akan mendekati D,

mikroorganisme ke dua akan habis.

3. llustrasi perilaku proporsi berupa simulasi numerik dan potret fase dari
nutrien ¢(t), mikroorganisme pertama p(t) dan mikroorganisme ke dua q(t)
terhadap waktu akan konver%en ke masing-masing titik ekuilibriumnya yaitu
untuk :

E1(100) dan B, g = | alam hal ini dapat diartikan yakni dengan

pengambilan beberapa nilai awal, solusi dari sistem model matematika untuk
pertumbuhan dua mikroorganisme di medium kemostat akan menuju atau
konvergen ke titik ekuilibriumnya.

B. Saran

Pada bagian ini peneliti hanya membull silan global untuk dua kasus

HmI
titik ekuilbrium yaitu E (1,0,0) dan E; - u I EI lam m ini peneliti belum

membuktikan untuk kasus titik ekuilibrium Ez &, 1D—2 akah stabil asmtotik

global atau tidak. Dengan demikian perlu adanya kajian lebih lanjut untuk membuktikan
atau menemukan titik ekuilibrium yang lain. Lebih lanjut, perlu adanya penelitian
berupa pengembangan lanjutan mengenai kasus-kasus yang serupa seperti

adanya Dbifurkasi Hopf atau Transkritikal pada model pertumbuhan

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525
©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon



Jurnal Euclid, vol.3, No.1, p.473

mikroorganisme di medium kemostat guna menyelidiki eksistensi kestabilan dari

masing-masing titik ekuilibriumnya.

DAFTAR PUSTAKA

Anton, H., 2004, Aljabar Linear Elementer edisi kedelapan. Jakarta : Erlangga.

Atlas, R M., 2010, Handbook of Microbiological Media. USA : CRC Press.

Bingtuan Li dan Yang Kuang., 2000, Simple Food Chaid In A Chemostat With
Distinct Removal Rates, Journal of Mathematical Analysis and Applications, pp :

75-92.

Gantmacher, F.R., 1959, The Theory of Matrices, Chelsea Publishing Company, New
York, N.Y.

Hanh, W., 1967, Stability of Motion, Springer-Verlag, Inc., New York.

HL. Smith dan Paul W., 1995, The Theory of The Chemostat . Cambridge University
Press.

Kapur, J.N., 1985, Mathematical Models in Biology and Medicine, Affliated East —
West Press Pvt. Ltd. New Delhi.

Khalil, H.K., 2002, Nonlinear System (Third Edition), Prentice-Hall, Inc, New Jersey.

Luenberger, D.C., 1979, Introduction to Dynamic Systems, John Willey and Sons, Inc,
United States.

Olsder, G.J., 1994, Mathematical Systems Theory, Delftse Uitgevers Matschappij b.v.,
Netherlands.

Perko, L., 1993, Differential Equations and Dynamical System, Springer- Verlag, Inc.,
New York.

Qu, Zhinhua, 2009, Cooperative Control of Dynamical System : Aplications to
autonomous Vehicles, Springer-Verlag, Inc, New York.

Shahadat. H dan Chandra, N.P., 2006, Stability of a Chemostat Model of Two
Microorganisms, BRAC University Journal, Vol I1I, No. 1, pp : 53-58.

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525
©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon



Jurnal Euclid, vol.3, No.1, p.474

Sulaiman, Herri., 2013, Aplikasi Model Matematika dalam  Pertumbuhan
Mikroorganisme di Medium Kemostat. Cirebon : Jurnal Logika Unswagati.

Sulaiman, Herri., 2015, Analisa Kestabilan Lokal dalam Pertumbuhan Mikroorganisme
di Medium Kemostat. Cirebon : Jurnal Euclid Unswagati, Vol.2. No.1. Edisi
Januari 2015.

Susanta, B., 1989, Pemodelan Matematis. Jakarta : Modul UT.

Tarumingkeng, R.C., 1994, Dinamika Populasi Kajian Ekologi Kuantitatif. Jakarta :
Pustaka Sinar Harapan.

Wiggins, S., 1996, Introduction to Applied Nonlinear Dynamical System and Chaos,
Springer-Verlag, Inc., New York.

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525
©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon



