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ABSTRAK

Ruang pertumbuhan dalam medium kemostat memungkinkan terjadinya

interaksi antara dua mikroorganisme yang dapat dimodelkan secara matematis. Telah

diketahui pada penelitian sebelumnya bahwa analisis kestabilan lokal pada sistem model

pertumbuhan mikroorganisme di medium kemostat stabil asimtotik lokal. Dalam

menentukan kestabilan lokal tersebut dapat digunakan matriks jacobian dengan syarat

titik ekuilibrium yang telah ditemukan adalah hiperbolik. Dalam penelitian ini akan

dianalisis kestabilan global dari model pertumbuhan mikroorganisme di medium

kemostat dengan melihat pertimbangan-pertimbangan dari titik ekuilibrium yang telah

didapat berdasarkan penelitian sebelumnya. Lebih lanjut dalam menganalisis kestabilan

global digunakan teorema-teorema dari fungsi penarik global yang berdasarkan pada

fungsi Liapunov dan teorema LaSalle serta seragam persistensi. Lebih lanjut diberikan

simulasi numerik dan potret fase dari sistem model kemostat yang telah dibentuk agar

dapat diketahui perilaku dari solusi sistem kemostat dalam keadaan yang sebenarnya.

Kata kunci : kemostat, mikroorganisme, kestabilan global.

I. PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Model pertumbuhan untuk dua mikroorganisme di medium kemostat.

Kemostat yang berbentuk tabung (tank) terdiri dari media penyimpanan yang

digunakan sebagai tempat cadangan nutrien, kemudian dihubungkan dengan

sebuah pipa dan mengalir masuk ke dalam medium lain yang digunakan sebagai

tempat untuk pertumbuhan dan perkembangan mikroorganisme dan dikenal

dengan istilah medium kultur. Ke dalam medium kultur dimasukkan dua

mikroorganisme yang saling berkompetisi (bersaing) untuk mendapatkan

(mengkonsumi) makanan dengan satu nutrien yang sejenis. Volume tabung dijaga

agar tetap stabil dengan cara menambah nutrien yang berasal dari medium penyimpanan
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kemudian mengeluarkan limbah nutrien dan mikroorganisme. Berikut ini diberikan

diagram transfer dari sistem model kemostat untuk dua mikroorgansime.

Berdasarkan diagram transfer yang telah dibentuk, didapat model pertumbuhan

untuk dua mikroorganisme di medium kemostat sebagai berikut :

dan diberikan nilai awal sebagai berikut,

c(0) = c > 0, p(0) = p > 0, dan q(0) = q > 0.
Variabel-variabel dimensional seperti pengenceran dengan satuan (liter/jam),

volume medium kultur dan penyimpanan dengan satuan (liter), konsentrasi

nutrien pada medium kultur dan media penyimpanan dengan satuan (gr/liter),

konsentrasi dari kedua mikroorganisme dengan satuan (gr/liter) dapat diabaikan

terlebih dahulu. Lebih lanjut Sistem model di atas akan ditransformasi menjadi

Sistem model yang baru yang lebih sederhana dengan tujuan agar lebih mudah

mencari solusi eksaknya.Variabel non dimensional yang dapat diukur yaitu

konsentrasi nutrien dalam satuan c0, D1 dalam satuan
D1D , D2 dalam satuan

D2D , t dalam

satuan
1
D, konsentrasi mikroorganisme pertama dalam satuan セ1c0 dan konsentrasi

mikroorganisme ke dua dalam satuan セ2c0, sehingga variabel-variabel di atas dapat

( ) = c " c(t) D " K c(t) p(t) " K c(t) q(t),
( ) = p(t) K c(t) " D ,
( ) = q(t) K c(t) " D ,
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dinyatakan dengan c = c(t)
c0 , p = p(t)

セ1c0, q = q(t)
セ2c0, D1 = D1D, D2 = D2D dan t♯ = t

D .Jadi,

diperoleh model matematika baru untuk sistem kemostat dua mikroorganisme yaitu :

dan diberikan nilai awal

c(0) = c > 0, p(0) = p > 0, dan q(0) = q > 0 .

Lebih lanjut diasumsikan fungsi respon i(c(t)) untuk i = 1,2 sebagai berikut :

i. i F R+ 綠 R+,

ii. i diferensiabel kontinu,

iii. i(0) = 0,

iv. i(c) naik monoton pada R+.

(Herri Sulaiman, 2015- Jurnal Euclid Unswagati)

Berikut ini akan dibahas mengenai keterbatasan solusi positif untuk Sistem Persamaan

(1).

Teorema 1

Dimisalkan (t) = c(t), p(t), q(t) solusi dari Sistem (1),

i. Untuk setiap t u 0 maka berlaku c(t), p(t) dan q(t) > 0 ,

ii. 0 < lim綠 c(t) t 1.

Bukti :

i. Andaikan pernyataan 驎t u 0 maka c(t), p(t) dan q(t) > 0 tidaklah benar. Berarti

ada u 0 dengan c(t) t 0, atau p(t) t 0, atau q(t) t 0.

a). Andaikan ada t u 0 dengan c(t) t 0. Dimisalkan t' = min{t: t > 0 dan c(t) = 0},
maka c(t) > 0, 驎t 鰀 [0, t'). Tetapi dari Persamaan pertama di sistem (1)

dipunyai,c♪ (t') = 1" c(t')" 1 c(t') p(t')" 2 c(t') q(t').

= 1 " c(t) " c(t) p(t) " c(t) q(t),
= p(t) c(t) " D ,
= q(t) c(t) " D , (1)
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Karena c(t') = 0 dan menurut asumsi (iii) yaitu i(0) = 0 maka c♪ (t') = 1 > 0. Jadi

c♪ (t) > 0 pada suatu persekitaran t', atau c(t) monoton naik pada selang (t' " ス , t' +
ス) untuk suatu ス > 0. Karena c(t) monoton naik berarti ada c(t) yang positif pada

interval (t' " ス , t' + ス), sedangkan pernyataan di atas mengatakan bahwa ada t u 0
dengan c(t) t 0 yang berarti c(t) tidak naik pada selang (t' " ス , t' + ス). Dalam hal ini

kontradiksi, jadi benar bahwa c(t) > 0 untuk semua t u 0.

b). Andaikan ada t u 0 dan p(t) t 0. Dimisalkan t1 = min{t: t > 0 dan p(t1)q(t1) =
0}. Lebih lanjut diasumsikan untuk p(t ) = 0 dan q(t ) > 0 pada interval t 鰀 [0, t ].
Kemudian dimisalkan :

M = [K (c(t)) " D ] maka untuk t 鰀 [0, t ], persamaan ke dua di sistem (1)

akan menjadi p♪ (t) u Mp(t) dan untuk p♪ (t) u Mp(t) diperoleh

dp(t)
dt u Mp(t)

鋧 dp(t)
p(t) u Mdt,

kemudian masing-masing dintegralkan didapat

; dp(t)p(t) u ;Mdt
00 ln|p(t)| u Mt + c
00 elnp(t) u eMt+c
00 p(t) u e e > 0.

Lebih lanjut untuk t = 0 maka p(0) = e sehingga diperoleh p(t) u p(0)e dan untuk

t = t maka diperoleh p(t ) u p(0)e dengan eMt1 > 0. Untuk p♪ (t) u Mp(t) berarti

didapat p(t ) u p(0)e > 0. Dengan demikian p(t ) positif berarti p(t ) naik pada

interval [0, t1], sedangkan pernyataan di atas mengatakan bahwa ada t u 0 dengan

p(t) t 0 yang berarti p(t) tidak naik pada interval [0, t]. Dalam hal ini kontradiksi, oleh

karena itu benar bahwa p(t) > 0 untuk semua t u 0.

c). (Pembuktian analog untuk q(t) > 0).

ii. (ii). Dari Persamaan pertama dalam sistem (1). Untuk ( ) = 0 dan ( ) = 0,

maka Persamaan pertama dari Sistem (1) menjadi c♪(t) t 1 " c(t) untuk setiap t u 0.

Untuk c♪(t) t 1 " c(t) diperoleh



Jurnal Euclid, vol.3, No.1, p.451

Jurnal Euclid, ISSN 2355-1712, vol.3, No.1, pp. 377-525

©Prodi Pendidikan Matematika Unswagati Cirebon

dc(t)
dt t 1" c(t),

鋧 . ( )
( ) t dt.

Lebih lanjut dengan mengintegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh

;"("1).dc(t)1"c(t) t ,

00";" ( )
( ) t ; ,

鋧 " |1 " c(t)| t + ,

鋧 1" c(t) t + ,

鋧 ( ) t e e ,

鋧 (1 " c(t)) u e e ,

鋧 "c(t) u e e " 1,

鋧 ( ) t 1 " e e .

Lebih lanjut untuk = 0 diperoleh (0) = 1 " e atau ekuivalen dengan e"c = 1"
(0). Oleh karena itu

( ) t 1 " e 1 " (0) ,
鋧 ( ) t 1 + (c(0) " 1)e ,

00 c(t) t 1 + ( ( ) ).
Jadi diperoleh limt綠. c(t) t 1. ¬

Teorema 2

Dimisalkan Dmax = max{1,D1, D2} dan Dmin = min{1,D1, D2}. Untuk suatu ス > 0,

solusi c(t), p(t) dan q(t) dari sistem (1) memenuhi :

1
Dmax " ス t c(t)+ p(t)+ q(t) t 1

Dmin + ス.
Bukti :

Dijumlahkan tiga Persamaan dalam Sistem (1) didapat :

(c + p + q)▋ = 1" (c + D1p + D2q)
Menurut definisi Dmax dan Dmin maka didapat :
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1 " D (c + p + q) t (c + p + q) t 1 " D (c + p + q).
Dengan demikian

1 " D (c + p + q) t (c + p + q)▋
() " ( ) t (c + p + q)▋.
Lebih lanjut diperoleh :

(c + p + q)▋
Dmin t 1

Dmin " (c + p + q)
() (c + p + q) t " ( )

.

Oleh karena itu

(c+p+q)▋
Dmin u (c+p+q)▋

Dmax .

Dimisalkan

(c + p + q)▋
Dmax t ス t (c + p + q)▋

Dmin
dengan,

1
Dmax " ス t

1
Dmax "

(c + p + q)▋
Dmax

dan

1
Dmin "

(c + p + q)▋
Dmin t 1

Dmin + ス.
Jadi diperoleh :

1
Dmax " ス t (c + p + q) t 1

Dmin + ス.

Berikut ini, diberikan teorema mengenai titik ekuilibrium dari model Sistem (1)

Teorema 3

i. Sistem (1) mempunyai Titik Ekuilibrium E1(1,0,0).
ii. Jika 1(1) > D1, maka Sistem (1) mempunyai Titik Ekuilibrium E2 c, 1"cD1 , 0 dengan

c memenuhi 1(c) = D1.

iii. Jika 2(1) > D2, maka Sistem (1) mempunyai Titik Ekuilibrium E3 c, 0, 1"cD2 dengan

c memenuhi 2(c) = D2.
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Lebih lanjut, diberikan teorema mengenai kestabilan titik ekuilibrium dari model

Sistem (1).

Teorema 4

Jika i(1) < Di untuk = 1,2 maka Titik Ekulibrium E1 (1,0,0) stabil asimtotik lokal.

Teorema 5

Jika 2(c)" 2 < 0 maka Titik Ekuilibrium E2 c, 1"cD1 , 0 stabil asimtotik lokal.

Teorema 6

Jika 1(c)" 1 < 0 maka Titik Ekuilibrium E3 c, 0, 1"cD2 stabil asimtotik lokal.

B. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian dari latar belakang masalah di atas, dikemukakan

rumusan masalah sebagai berikut :

1. Bagaimana kestabilan global titik ekuilibrium dari model kemostat untuk dua

mikroorganisme?

2. Bagaimana interpretasi kestabilan global dari salah satu titik ekuilibriumnya ?

3. Bagaimana grafik simulasi numerik dan potret fase dari kestabilan global titik

ekuilibrium pada model kemostat untuk dua mikroorganisme?

C. Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk :

1. Menganalisis dan menemukan kestabilan global dari titik-titik ekuilibrium

model kemostat untuk dua mikroorgansime.

2. Menginterpretasikan kestabilan global dari masing-masing titik ekuilibrium

pada model kemostat.

3. Membuat grafik simulasi numerik dan potret fase dari kestabilan global titik

ekuilibrium pada model kemostat untuk dua mikroorganisme.

D. Manfaat Penelitian

Dengan mengacu pada tujuan penelitian di atas, maka manfaat penelitian

meliputi hal-hal berikut ini :
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1. Penelitian ini dapat menjadi salah satu acuan dalam menyikapi keadaan

lingkungan yang saat ini tercemar oleh zat-zat yang berbahaya khususnya di

daerah lingkungan pertambangan.

2. Selain itu, penelitian ini juga dapat menjadi salah satu acuan dalam melihat

pemodelan matematika untuk kasus- kasus yang serupa.

E. Tinjauan Pustaka

Penelitian ini mengkaji dan mengembangkan kembali jurnal yang ditulis oleh

Herri Sulaiman yang berjudul: Analisis Kestabilan Lokal Dalam Pertumbuhan

Mikroorganisme di Medium Kemostat, Jurnal Euclid. Vol.2 Edisi Januari 2015 yang

menjelaskan mengenai analisa kestabilan lokal dari model kemostat untuk satu

dan dua mikroorganisme.

F. Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan cara menganalisis, mempelajari dan

mengembangkan kembali Jurnal yang ditulis oleh Herri Sulaiman (2015), yang

membahas tentang analisa kestabilan lokal dari  Sistem model kemostat untuk

satu dan dua mikroorganisme. Kestabilan lokal didapat dengan menyelidiki

terlebih dahulu titik-titik ekuilibrium dari Sistem model kemostat yang telah

dibentuk.

Penentuan titik ekuilibrium digunakan untuk menentukan kondisi steady state

dari konsentrasi nutrien dan mikroorganisme agar dalam keadaan setimbang.

Kestabilan dari titik ekuilibrium digunakan untuk melihat tingkah laku dari

solusi-solusi di sekitar titik ekuilibrium dalam kaitannya dengan keadaan nutrien

dan mikroorganisme untuk waktu yang cukup lama.

Selanjutnya, untuk menentukan kestabilan global digunakan fungsi penarik

global (Global Atrraction Function) yang berdasarkan toerema Liapunov-LaSalle

dan Keseragaman Persistensi (Uniformly Persistence) dengan melihat sistem model

kemostat untuk dua mikroorgansime. Langkah terakhir adalah melakukan

simulasi numerik dari model yang bertujuan untuk mengilustrasikan perilaku
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mikroorganisme dan nutrien pada model yang telah dibentuk dengan

menggunakan parameter-parameter yang telah disesuaikan dengan teorema yang

terkait. Simulasi numerik dibuat dengan menggunakan program MATLAB versi

R.2011.A.

II. LANDASAN TEORI

Kestabilan dapat ditentukan dengan melihat jenis potret fasenya. Teorema

berikut ini dapat digunakan untuk menentukan kestabilan titik-titik ekuilibrium

dari sistem ♪ = .

Teorema 2.1 (Perko, 1991)

Diberikan sistem berbentuk ♪ = jika 1 dan 2 adalah nilai-nilai eigen dari

matriks dengan matriks berukuran 2×2 dan titik ekuilibrium maka.

1. Jika 1 dan 2 real berbeda dan bertanda maka titik ekuilibrium dikatakan

node. Tidak stabil jika 1 dan 2 keduanya positif  dan merupakan atraktor

negatif, sedangkan 1 dan 2 keduanya negatif maka titik ekuilibrium adalah

stabil dan atraktor positif.

2. Jika 1 dan 2 real, berbeda nilai dan berbeda tanda maka titik ekuilibrium

dikatakan sadel. Perilaku orbit adalah hiperbolik. Titik ekuilibrium bukan

atraktor.

3. Jika 1 dan ë2 kompleks konjugate dengan bagian real tak nol, maka titik

ekuilibrium merupakan fokus /spiral. Misalkan nilai eigen タ1,2 = ダ±wi, jika

> 0 , < 0 titik ekuilibrium tidak stabil dan merupakan atraktor negatif,

sedangkan jika < 0 , < 0 titik ekuilibrium stabil dan merupakan atraktor

positif.

4. Jika 1 dan 2 imajiner murni maka titik ekuilibrium dikatakan center.

Tanda dari nilai eigen suatu matriks dapat juga ditentukan oleh tanda

determinan dan trace matriks tersebut. Untuk itu teorema berikut dapat juga

digunakan untuk menentukan kestabilan sistem berbentuk ♪ = .
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Teorema 2.2 (Perko, 1991)

Diberikan sistem berbentuk ♪ = dengan matriks berukuran 2×2, ジ = det( ),
= trace dan = 0 adalah satu-satunya titik ekuilibrium.

1. Jika ジ < 0 maka sistem berbentuk ♪ = dikatakan sadel pada titik asal.

2. Jika ジ > 0 dan 2 " 4ジ u 0 maka sistem berbentuk ♪ = dikatakan node pada

titik asal. Stabil jika < 0 dan tidak stabil jika > 0.

3. Jika ジ > 0 dan 2 " 4ジ < 0, dan p 0 maka sistem berbentuk ♪ = dikatakan

fokus pada titik asal. Stabil jika < 0 dan tidak stabil jika > 0.

4. Jika ジ > 0 dan = 0 maka sistem berbentuk ♪ = dikatakan center pada titik

asal.

Bukti :

Nilai eigen dari matriks dapat ditentukan dengan cara:

= ± * " 4ジ
2

1. Jika ジ < 0 maka terdapat dua nilai eigen real dan berlawanan tanda, sehingga

menurut teorema 2.2 sistem berbentuk ♪ = dikatakan sadel pada titik asal.

2. Jika ジ > 0 dan 2 " 4ジ u 0 maka terdapat dua nilai eigen real yang bertanda

sama, sehingga menurut teorema 2.2 sistem berbentuk ♪ = dikatakan node

pada titik asal.

3. Jika ジ > 0 dan 2 " 4ジ < 0 dan p 0 maka terdapat dua nilai eigen kompleks

konjugat, sehingga menurut teorema 2.2 sistem berbentuk ♪ = dikatakan

fokus pada titik asal.

4. Jika ジ > 0 dan = 0 maka nilai-nilai eigen matriks imajiner murni sehingga

menurut teorema 2.2 sistem berbentuk ♪ = dikatakan center.

2.1 Fungsi Liapunov

Pendekatan yang dapat diambil untuk mengetahui kestabilan titik

kesetimbangan baik hiperbolik (yaitu titik ekuilibrium yang matriks Jacobiannya

mempunyai nilai eigen dengan bagian realnya tidak sama dengan nol) maupun

tak hiperbolik adalah dengan mencari fungsi Liapunov. Fungsi Liapunov
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mempunyai kurva tertutup yang mengelilingi titik kesetimbangan sehingga dari

sebarang titik di kurva tersebut akan diperhatikan suatu lintasan di sekitar titik

kesetimbangan. Teori kestabilan Liapunov diantaranya dijelaskan oleh Liapunov

(1892) serta LaSalle dan Lefshetz (1961). Sebelum mengetahui definisi dari fungsi

Liapunov, diberikan definisi-definisi yang berkaitan terlebih dahulu pada suatu

Sistem dimensi n.

♪ = ( , ), (2)

dengan terdefinisi dan memenuhi kondisi Lipschitz terhadap di beberapa titik

pada himpunan :

= {( , )| < , | | < },
dengan adalah konstanta positif dan 1 konstan. Diasumsikan ( ) = 0
penyelesaian dari sistem, sehingga ( , 0) = 0 untuk setiap > . Selanjutnya

akan diuraikan bagaimana Liapunov dapat digunakan untuk mempelajari

stabilitas penyelesaian ( ) = 0 dari (2). Bentuk fungsi bernilai real :

( , , ▁ , ) = ( , )
yang memiliki domain :

1 = {( , )| 2 < , | | < }
dengan 2 > 1 dan 0 < < dan diasumsikan :

1. ( , ) memiliki turunan parsial pertama yang kontinu terhadap , , , ▁ ,
pada setiap titik di 1.

2. ( , 0, ▁ ,0) = 0 untuk >
Definisi 2.3

Fungsi semidefinit positif (negatif) pada 1 jika 驎( , ) 鰀 , ( , ) u 0 ataut 0.

Fungsi ( ) = ( ,▁ , ) memenuhi hipotesis yang sama sebagaimana ( , ),
tetapi diasumsikan bebas dari parameter , dikatakan definit positif (negatif) pada

1 jika ( ) > 0[< 0], 驎 鶴 0 < | | < dan jika (0) = 0. Fungsi ( , ) definit

positif (negatif) pada 1 jika ada fungsi ( ) yang definit positif, sehingga

驎( , ) 鰀 . ( , ) u ( )[" ( , ) u ( )].
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Fungsi ( , ) terbatas jika ada konstanta > 0 sehingga 驎( , ) 鰀 .| ( , )| <
,fungsi ( , ) mempunyai batas atas yang kecil sekali (infinitesimal upper bound)

jika ( , ) terbatas dan > 0 berakibat ada > 0 鶴 | | < dan > maka

| ( , )| < .

Teorema 2.4

Teorema stabil asimtotis, : jika ada fungsi ( , ) yang definit positif pada dan jika

♪ ( , ) mempunyai batas atas yang kecil sekali (infinitesimal upper bound) serta ♪ ( , )
definit negatif pada , maka ( ) = 0 penyelesaian yang stabil asimtotis untuk persamaan

(2).

Teorema 2.5

Teorema tak stabil: jika ada fungsi ( , ) dengan domain yang memenuhi hipotesa

berikut ini :

1. ( , ) mempunyai batas atas yang kecil sekali (infinitesimal upper bound)

2. ♪ ( , ) definit positif pada

3. Terdapat > sehingga u dan 愷 konstanta positif, maka terdapat 鰀
sedemikian sehingga | | < 愷 dan ( Å, ) > 0 maka ( ) = 0 tak stabil.

Teorema 2.6

Teorema stabil asimtotis global : jika ada fungsi ( , ) dengan domain yang

memenuhi hipotesis berikut ini :

1. ( , ) mempunyai batas atas yang kecil sekali (infinitesimal upper bound) pada

beberapa titik dalam himpunan 1 = {( , )| 1 < , | | < }, dengan konstanta positif.

2. ♪ ( , ) definit negatif pada .

3. ( , ) definit positif terhadap dimana terdapat fungsi ( ) memenuhi (0) = 0,

maka ( ) > 0 jika sehingga | | p 0 dan 驎( , ) 鰀 berlaku ( , ) u ( ),
4. | |綠. ( ) = ..Sehingga ( ) = 0 penyelesaian yang stabil asimtotis global untuk

persamaan (2).

Pada dasarnya, suatu sistem dikatakan stabil jika trayektori penyelesaian di

sekitar titik setimbang mendekati titik tersebut. Stabilitas Sistem dapat dianalisa
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secara lokal dan global. Stabilitas lokal adalah perilaku lokal dari trayektori di

sekitar titik setimbang dimana setiap trayektori mendekati titik tersebut, dan

untuk mencarinya diselidiki terlebih dahulu keterbatasan penyelesaian Sistem.

Sedangkan untuk stabilitas global, salah satunya dapat dianalisa dengan

menggunakan teorema La-Salle yang berkorelasi dengan Liapunov. Hubungan

antara fungsi Liapunov dan kestabilan digambarkan pada definisi dan Teorema

Liapunov-Lasalle berikut ini :

Definisi 2.7

Misalkan :

♪ = ( ) , 鰀 (3)

adalah Sistem persamaan diferensial berdimensi n. fungsi ( ) terdefinisi di ',
himpunan terbuka di , dan adalah himpunan bagian dari '. Fungsi

( ): 綠 dikatakan fungsi Liapunov untuk persamaan (3) di jika :

1. kontinu dan dapat diturunkan disetiap titik 鰀 .

2. ♪ = = 鮻 t 0 di .

Teorema 2.8

Misalkan adalah fungsi Liapunov dari persamaan (3) pada daerah . Fungsi

= ̇ ( ) = 0 , ∈ ∩ ∗ dan adalah himpunan invarian terbesar di .

Maka setiap trayektori terbatas untuk ≥ 0dari persamaan (2.21) yang ada di

mendekati himpunan untuk → ∞.

2.2  Persistensi

Ambil adalah ruang metrik yang kompak dengan metrik dan subset

tertutup dari dengan batas dan ̇ . Terdapat pula fungsi kontinu yang

terdefinisi pada sedemikian hingga invarian di bawah . = ( , , )

dengan bilangan real, : × → pemetaan kontinu sehingga ( ( , ) , ) =

( , + ), ∀ ∈ ; , ∈ dan ( × ) ⊂ . dipisahkan oleh terhadap .

Beberapa fungsi tersebar luas dalam aplikasi untuk model perilaku dinamik

sebagai satu kesatuan yang selalu non negatif. Sebagai contoh = ; =
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bagian Sistem yang non negatif berada pada dan ∈ merepresentasikan

komponen populasi yang interaksinya dimodelkan fungsi .

Dari penjelasan di atas, maka dapat digambarkan persistensi Sistem

merupakan kondisi dimana tidak ada komponen populasi yang punah dalam

suatu Sistem (Butler G dan Waltman P, 1986). Secara geometri, sistem dikatakan

persisten jika trayektori dari setiap komponen populasi menjauhi sumbu

koordinat.

Kemudian beberapa teori persisten yang berkaitan dengan pembahasan dalam

penelitian ini akan dibahas terlebih dahulu dengan memberikan : →

lipschitz lokal dan sistem persamaan ̇ = ( ) . Himpunan ⊂ disebut

invarian maju jika semua penyelesaian dengan (0) ∈ terdefinisi untuk setiap

≥ 0 dan ( ) ∈ untuk setiap ≥ 0. dinamakan invarian jika semua

penyelesaian dengan (0) ∈ terdefinisi untuk setiap ∈ dan ( ) ∈ untuk

setiap ∈ . Salah satu contoh invarian adalah titik ekuilibrium suatu Sistem

persamaan diferensial.

Definisi 2.9 (Dhirasakdanon, T dan Thieme H.R, 2006)

Asumsikan subset invarian maju terhadap + , = ∪ , 1 ∩ 2 = ∅ ,

dengan 2 subset tertutup realtif terhadap dan 1 invarian maju. Ambil 2 ⊆ 2.

a. 2 dinamakan uniform weak repeller untuk 1 jika terdapat > 0 sehingga

lim
→ ∞

sup ( ( ) , 2) ≥ , untuk semua penyelesaian ( ) dengan (0) ∈ .

b. 2 dinamakan uniform strong repeller untuk 1 jika terdapat > 0sehingga

lim
→ ∞

inf ( ( ), 2) ≥ , untuk semua penyelesaian ( ) dengan (0) ∈ .

Teorema 2.25 (Dhirasakdanon, T dan Thieme H.R, 2006)

Misal : → lipschitz lokal kontinu ⊂ . invarian maju untuk ̇ =

( ) dalam menuju ( ( ), ) → 0ketika → ∞. himpunan terbatas dari

ekuilibrium dalam 2. Asumsikan bahwa penyelesaian berawal dan ada dalam 2

untuk setiap waktu yang konvergen terhadap salah satu titik ekuilibrium di .

Setiap ekuilibrium di membentuk himpunan invarian yang terisolasi di dan
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merupakan weak repeller untuk 1 sehingga tidak siklik (acyclic) dalam 2.

Maka 2 dikatakan uniform strong repeller untuk 1.

Beberapa definisi berikut memperjelas macam persistensi yang mungkin

terjadi dalam suatu Sistem.

Definisi 2.26 (Butler G dan Waltman P, 1986)

dikatakan persisten lemah jika untuk setiap ∈ ̇ , lim
→ ∞

( ( , ), ) > 0.

Definisi 2.27 (Butler G dan Waltman P, 1986)

dikatakan persisten jika untuk setiap ∈ ̇ , lim
→ ∞

( ( , ) , ) > 0.

Definisi 2.27 (Butler G dan Waltman P, 1986)

dikatakan persisten seragam jika terdapat 0 > 0 sedemikian hingga untuk

setiap ∈ ̇ , lim
→ ∞

( ( , ), ) ≥ 0.

III.  PEMBAHASAN

3.1 Analisis kestabilan global dalam model pertumbuhan dua mikroorganisme

di medium Kemostat.

Dari latar belakang permasalahan di atas telah diketahui bahwa sistem dari model

kemostat untuk dua mikroorgansime adalah :

dan diberikan nilai awal

c(0) = c > 0, p(0) = p > 0, dan q(0) = q > 0 .

Lebih lanjut diasumsikan fungsi respon i(c(t)) untuk i = 1,2 sebagai berikut :

i. i ∶ R+ → R+ ,

ii. i diferensiabel kontinu,

iii. i(0) = 0,

iv. i(c) naik monoton pada R+ ,

= 1 − c(t) − c(t) p(t) − c(t) q(t),

= p(t) c(t) − D ,

= q(t) c(t) − D , (1)
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Berikut ini, diberikan teorema mengenai kestabilan global dari titik ekuilibrium

untuk model Sistem (1).

Telah dibuktikan di penelitian sebelumnya (Herri Sulaiman, 2015) bahwa titik

ekulibrium E1(1,0,0) stabil asimtotik lokal. Berikut ini akan diberikan teorema yang

membuktikan tentang kestabilan global untuk titik ekuilibrium E1(1,0,0) dan

E2(c,1− c
D1

,0) .

Teorema 3.1

Jika (1) < untuk = 1,2 maka solusi dari Sistem (1) memenuhi

→ ∞
( ), ( ), ( ) = (1,0,0) .

Bukti :

a. Diketahui Persamaan ke dua dari Sistem (1) yaitu :

ṗ(t) = p(t) 1 c(t) − D1 . (1.1)

Untuk membuktikan lim
t→ ∞

p(t) = 0, dimisalkan terlebih dahulu = min D − (1)

karena 1(1) − D1 < 0 maka didapat > 0, dengan konstanta. Karena

1(c(t)) − D1 > 0 maka didapat D1 − 1 c(t) < 0. Oleh karena itu Persamaan (1.1)

menjadi

( ) = − p(t) D1 − 1 c(t) ,

( ) ≤ − ( ),

⇔
( )

( )
≤ − .

Lebih lanjut dengan mengintegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh

∫
( )

( )
≤ ∫ − ,

⇔ ln|p(t)| ≤ − At + c,

eln|p(t) | ≤ e− At+ c,

p(t) ≤ e e,

dengan menggunakan prinsip apit didapat

lim
t→ ∞

0 ≤ lim
t→ ∞

p(t) ≤ lim
t→ ∞

e− Atec,

dengan kata lain lim
t→ ∞

p(t) = 0.
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b. Diketahui Persamaan ke tiga dari Sistem (1).

q̇(t) = q(t) 2 c(t) − D2 , (3.24)

Untuk membuktikan lim
t→ ∞

q(t) = 0, dimisalkan terlebih dahulu = min D − (1)

karena 2(1) − D1 < 0 maka didapat > 0 dengan konstanta. Karena 2 c(t) −

D2 > 0 maka didapat D2 − 2 c(t) < 0. Oleh karena itu Persamaan (1) menjadi

( ) = − q(t) D2 − 2 c(t) ,

( ) ≤ − ( ),

⇔
( )

( )
≤ − .

Lebih lanjut dengan mengintegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh

∫
( )

( )
≤ ∫ − ,

⇔ ln|q(t)| ≤ − Bt + c,

eln|q(t) | ≤ e− Bt+ c,

q(t) ≤ e e,

dengan menggunakan prinsip apit didapat

lim
t→ ∞

0 ≤ lim
t→ ∞

q(t) ≤ lim
t→ ∞

e− Btec,

dengan kata lain lim
t→ ∞

q(t) = 0.

c. Diketahui Persamaan pertama dari Sistem (1).

ċ(t) = 1 − c(t) − 1 c(t) p(t) − 2 c(t) q(t). Dari pembuktian (a) dan (b) diperoleh

lim
t→ ∞

p(t) = 0 dan lim
t→ ∞

q(t) = 0.Dengan demikian Persamaan (1) menjadi :

( ) = 1 − c(t),

⇔
( )

( )
= .

Lebih lanjut dengan mengintegralkan ruas kiri dan kanan diperoleh

− ∫ −
( )

( )
= ∫ ,

⇔ −|1 − c(t)| = + ,

00 (1 − ( )) = ,

00
( ( ))

= ,
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00 (1 − ( )) = ,

00 − ( ) = − 1,

00 ( ) = 1 − .

Lebih lanjut untuk = 0 diperoleh (0) = 1 − e , hal ini ekuivalen dengan e− c =

1 − (0). Oleh karena itu ( ) = 1 − e 1 − (0) ,

⇔ ( ) = 1 + (c(0) − 1)e ,

⇔ c(t) = 1 +
( )

.

Lebih lanjut untuk t → ∞akan diperoleh lim
t→ ∞

c(t) = 1. Jadi  terbukti bahwa

lim
t→ ∞

c(t),p(t),q(t) = (1,0,0) .¬
Berdasarkan Teorema 3.1 jika

a. Laju pertumbuhan mikroorganisme pertama lebih kecil dari laju aliran fluida

yang keluar dari Sistem.

b. Laju pertumbuhan mikroorganisme ke dua lebih kecil dari laju aliran fluida

yang keluar dari Sistem.

Pada awal waktu berapapun proporsi dari nutrien, proporsi dari mikroorganisme

pertama dan kedua, maka untuk waktu yang cukup lama pada akhirnya proporsi

nutrien akan mendekati1,sedangkan mikroorganisme pertama dan ke dua akan

habis.

Pembuktian untuk titik ekuilibrium E2(c,1− c
D1

,0) stabil asimtotik global dapat

dijelaskan dalam teorema 3.2 di bawah ini.

Teorema 3.2

Jika c < 1 dan
1 < c + c, maka semua solusi untuk sistem (1) akan konvergen ke

lim
t→ ∞

c(t),p(t),q(t) = (c,1− c
D1

,0) .

Bukti :

Syarat 1 dan 2 eksis adalah apabila (c + c)Dmin > 1 sehingga c + D1c > 1.

Sedangkan untuk Dmin
− 1 < c + c berakibat

(1− c)

1
< c. Misalkan diambil Dmaks < d1 dan

Dmin > d2 sedemikian sehingga 2
− 1 < c + c dan menurut teorema 2 (di landasan
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teori) menunjukkan bahwa 1
− 1 < c(t) + p(t) + q(t) < 2

− 1 untuk nilai yang cukup

besar, maka diambil :

= 1 + maks
( )

p(t)
1 − c
D − p(t)

p(t) D − p(t)

dan

= 1 + maks
( )

α p(t) − D
D

serta dibentuk fungsi ( ) sebagai fungsi yang diferensial kontinu dengan ′ ( )

didefinisikan :

′( ) =

ﾍﾎ
ﾎﾌ
ﾎﾎ
ﾋ 0 , ≤

1

2
− c

c + c − 1
2

−
1

2
− c ,

1

2
− c ≤ u ≤ c

, ≥ c

′ ( ) linear pada
1

2
− c,c . Untuk + ≤ − c jika ( ) ≥ cberakibat jika ( ) ≥

c maka ′( + ) = 0. Kemudian didefinisikan fungsi liapunov untuk

( ( ), ( ), ( )) .

= ∫
( ( ) )( )

( )

( )
+ − ∗ ln + + ( + ) .

Pada himpunan :

= ( ( ), ( ), ( )): ( ) ∈ (0,1), , ∈ (0,+ ∞), ( ) + ( ) + ( ) ∈ ,

dengan ∗ = 1− c
D1

.

Turunan terhadap waktu disekitar penyelesaian persamaan diferensial yang

diberikan adalah :

̇ = ′ ( ) + ( ) + 1 − (1− c)( 1( ( ))

1 1− ( )
( 1( ( ) − 1) ( ) + 2 ( )

( )

1− c
D1

− p(t) +

2 ( ) − 2 − 2
′ ( ) + ( ) ( ) .

Untuk menganalisis bentuk dari ̇ akan diselidiki beberapa komponen yang ada

sesuai dengan teorema kestabilan asimtotis global liapunov, diantaranya :
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1 −
( ̂) ( ( )

( )
( ( ( ) − ) ( ) , bernilai negatif untuk 0 < ( ) < 1 dan

mendekati 0 untuk ( ) ∈ [0,1) jika dan hanya jika ( ) = ̂. Sedangkan ′( ( ) +

( )( 1( ( ) − 1) ( ) bernilai negatif untuk ( ) ∈ [0,1) selama ′( ( ) + ( ) = 0

untuk ( ) ≥ ̂, dan ′( ) ≥ 0untuk ≥ 0. Serta 1( ( ) − 1 < 0 untuk ( ) < ̂.

Sehingga dapat dikatakan komponen pertama dari ̇ selalu bernilai negatif dan

mendekati 0 untuk ( ) ∈ [0,1) jika dan hanya jika ( ) = ̂. Kemudian untuk

komponen yang kedua didefinisikan terlebih dahulu :

愷 ( ), ( ), ( ) =
( ( ))

( )

̂
− ( ) + ( ) − − ( ( ) + ( )) .

Jika 0 ≤ <
̂
maka :

2( ( ))
( )

1−

1
− ( ) ≥ 0dan 2 ( ) − 2 ≤ 0.

Semua komponen dari persamaan di atas akan menuju ke 0 jika dan hanya jika

( ) =
( ̂)

dengan catatan bahwa ′( ( ) + ( )) selalu bernilai positif. Menurut

definisi dari yaitu 愷 ( ), ( ), ( ) < 0 untuk 0 ≤ <
̂
dan kemungkinan

nilai dari 愷 ( ), ( ), ( ) = 0 jika ( ) =
̂
. Jika

1−

1
< ≤ , maka semua

komponen untuk 愷 ( ), ( ), ( ) < 0.

Jika ( ) > ̂, maka ( ) + ( ) > ̂ dan ′ ( ) + ( ) = . Perlu diketahui bahwa

( ) > ̃, maka hanya komponen yang kedua saja bernilai positif. Menurut

definisi dari maka didapat 愷 ( ), ( ), ( ) < 0 jika ( ) > ̃. Dengan demikian

愷 ( ), ( ), ( ) < 0 untuk ≥ 0dan ≠
̂
, dan akan 0 apabila ( ) =

̂
.

Menurut teorema 2 (di landasan teori) setiap solusi dari sistem persamaan (1)

yang terbatas termuat di Ψ dan menurut teorema 2 (di landasan teori) setiap

solusi untuk sistem model (1) mendekati himpunan Λ. Dengan demikian

himpunan invarian terbesar dari untuk = ( ( ), ( ), ( )) ∈ Ψ : = 0̇ .

dibuat oleh masing-masing titik yaitu :

( ( ) ,0,0) dimana ( ) ∈ [0,1]

,1−

1
,q(t) dimana ( ) ∈ [0,∞ )
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( , ( ),0) dimana ( ) ∈ [0,∞ ).

Karena terbatas, maka setiap titik ( ( ) ,0,0) tidak dapat dibentuk ke dalam

himpunan Ω untuk saetiap solusi yang berada di titik ekuilibrium interior 3
+ .

Dari titik ( , ( ),0) ∈ mengakibatkan ( ) = ̂, sehingga akan menjadi 0 =

( ) = 1 − ̂ − ( ̂) ( ) dan ( ) =
̂

. Dari persamaan kedua di sistem (1)

yaitu
( ) = 0 dengan ( ) = 0. Dengan demikian = { }, sehingga terbukti

bahwa sistem (1) akan konvergen ke

lim
t→ ∞

c(t),p(t),q(t) = (c,1− c
D1

,0) .

3.3. Simulasi Solusi dan Potret Fase

Berikut ini diberikan ilustrasi perilaku proporsi dari nutrien c(t) ,

mikroorganisme pertama p(t) dan mikroorganisme ke dua q(t) terhadap waktu

dengan menggunakan softwere MATLAB versi R.2011.A.

3.3.1. Perilaku dari proporsi nutrien dan kedua mikroorganisme dengan titik

ekuilibrium ( , , ) .

Berikut ini akan disajikan simulasi dari proporsi nutrien, mikroorganisme

pertama dan ke dua pada kasus bebas dari mikroorganisme pertama dan ke dua.

Dalam simulasi ini dipilih 1(c) = mc
a+ c

dan 2(c) = nc
b+ c

dengan m = 0.36 n = 0.4 ;

a = 0.1 ; b = 0.6 ; D1 = D2 = 1.1 . Teorema 3.1 telah mengkaji secara analitis bahwa

titik ekuilibrium E1(1,0,0) stabil asimtotik global jika 1(1) < 1 dan 2(1) < 2.

Diketahui 1(c) = mc
a+ c

maka nilai 1(1) = (0.36).1
0.1+ 1

= 0.36
1.1

= 0.32 sehingga memenuhi

1(1) < 1. Berikutnya diketahui 2(c) = nc
b+ c

maka nilai dari 2(1) = (0.4).1
0.6+ 1

= 0.4
1.6

=

0.25 sehingga memenuhi 2(1) < 2.
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Berdasarkan gambar di atas terlihat bahwa untuk tiga syarat awal yaitu

c0,p0,q0 = (0.5,0.2,0.6) , maka solusi c(t) , p(t)dan q(t) menuju titik ekuilibrium

E1(1,0,0) dengan c = 1, p = 0 dan q = 0. Titik ekuilibrium E1(1,0,0) disebut juga

sebagai titik ekuilibrium bebas mikroorganisme, yang berarti di dalam medium

kultur sudah tidak ada lagi mikroorganisme pertama dan ke dua, hanya nutrien

saja yang tetap berada di dalam medium kultur.

3.3.2. Perilaku dari proporsi nutrien dan kedua mikroorganisme dengan titik

ekuilibrium ( , − , ) .

Berikut ini disajikan simulasi dari proporsi nutrien, mikroorganisme pertama

dan ke dua pada kasus bebas dari mikroorganisme ke dua. Dalam simulasi ini

dipilih 1(c) = mc
a+ c

dan 2(c) = nc
b+ c

dengan m = 12, n = 10, a = 0.8, b = 0.6, dan

D1 = D2 = 5.1. Teorema 3.2 telah mengkaji secara analitis bahwa syarat eksistensi

dari titik ekuilibrium E2(c,1− c
D1

,0) adalah 1(1) > D1 dengan 1(c) = D1. Diketahui

1(c) = mc
a+ c

maka nilai dari 1(1) = 12.1
0.8+ 1

= 6.66 sehingga memenuhi 1(1) > D1.

Nilai dari c harus memenuhi 1(c) = mc
a+ c

maka didapat 00 5.1 =
.

,

00 5.1(0.8 + c) = 12c,

00 4.08 + 5.1c = 12c,

00 − 6.9c = − 4.08,

c = 0.59.

Karena c = 0.59 dan D1 = 5.1 maka didapat
1− c
D1

= 0.08 . Jadi diperoleh titik

ekuilibrium E2(c,1− c
D1

,0) adalah (0.59 ,0.08 ,0) . Dari Teorema 3.2 telah diselidiki

kestabilan global untuk titik ekuilibrium E2(c,1− c
D1

,0) yaitu apakah c memenuhi

2(c) − D2 < 0, dengan demikian,diperoleh (c) =
( . )

. .
=

.

.
= 4.95 yang

memenuhi 2(c) − D2 < 0. Berarti E2 stabil asimtotik global.
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Dari gambar di atas terlihat bahwa untuk pengambilan tiga nilai awal yaitu

c0 = 0.9, 0.68, 0.16, maka solusi c(t) yang menyatakan proporsi dari nutrien akan

menuju ke titik 0.59. Dari gambar di atas dapat diartikan bahwa proporsi dari

nutrien pada akhirnya akan dekat dengan 0.59 (yaitu nilai dari c), baik untuk nilai

awal yang berada lebih kecil maupun lebih besar dari c.

Berikut ini disajikan grafik solusi p(t) terhadap waktu yang menyatakan

proporsi dari mikroorganisme pertama yang berada di dalam medium kultur

dengan nilai awal p0 = 0.2, 0.07, 0.39.

Dari gambar di atas diketahui bahwa untuk pengambilan tiga nilai awal yaitu

p0 = 0.2, 0.07, 0.39, maka solusi p(t) yang menyatakan proporsi dari

mikroorganisme pertama akan menuju ke titik 0.08. Hal ini menunjukkan bahwa

proporsi mikroorganisme pertama pada akhirnya akan dekat dengan 0.08 (yaitu

nilai dari p = ), baik untuk nilai awal yang berada lebih kecil maupun lebih

besar dari p = .
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Berikut ini disajikan grafik solusi c(t) , p(t) dan q(t) terhadap waktu yang

menyatakan proporsi dari nutrien, mikroorganisme pertama dan mikroorganisme

ke dua yang hidup berdampingan di dalam medium kultur dengan nilai awal

c0,p0,q0 = (0.3, 0.27, 0.42) .

Berdasarkan gambar di atas terlihat bahwa untuk syarat awal c0,p0,q0 =

(0.3, 0.27, 0.42) , maka solusi c(t) , p(t) dan q(t) pada akhirnya akan menuju atau

konvergen ke titik ekuilibrium E2(0.59, 0.08, 0) .

Berikut ini disajikan proyeksi potret fase c(t) terhadap p(t) yang menyatakan

proporsi dari nutrien dan mikroorganisme pertama yang saling berinteraksi di

dalam medium kultur.

Dari gambar di atas terlihat bahwa setiap trayektori penyelesaian c(t) dan p(t)

untuk beberapa pengambilan nilai awal yaitu

c0,p0 = (0.5,0.2),(0.6,0.3),(0.7,0.4),(0.8,0.7),(0.9,0.8),(0.1,0.3),(0.2,0.5) dan

(0.4,0.8) akan menuju ke titik c = c,p = 1− c
D1

= (0.59, 0.08) . Hal ini menunjukkan

untuk waktu yang cukup lama, proporsi dari nutrien pada akhirnya akan dekat
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dengan 0.59 dan proporsi dari mikroorganisme pertama pada akhirnya akan

dekat dengan 0.08.

Berikut ini disajikan proyeksi potret fase c(t) terhadap q(t) yang menyatakan

proporsi dari nutrien dan mikroorganisme ke dua yang saling berinteraksi di

dalam medium kultur.

Dari gambar di atas terlihat bahwa setiap trayektori penyelesaian c(t) dan q(t)

untuk beberapa pengambilan nilai awal yaitu

c0,q0 = (0.5,0.6),(0.6,0.7),(0.2,0.5),(0.7,0.5),(0.8,0.2),(0.9,0.3),(0.2,0.9) dan

(0.01,0.7) menuju atau konvergen ke titik (c = c,q = 0) = (0.59, 0) . Hal ini

menunjukkan interaksi antara nutrien dan mikroorganisme ke dua, pada akhirnya

mikroorganisme ke dua akan habis dan proporsi nutrien akan selalu dekat

dengan 0.59.

IV. PENUTUP

A. Kesimpulan

Diberikan model kemostat untuk dua mikroorganisme yaitu pada Sistem (1)

di atas. Dari pembahasan dan pembuktian teorema pada bab pembahasan maka

dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :

1. Titik Ekulibrium E1 (1,0,0) merupakan titik ekuilibrium stabil asimtotik global.

Interpretasi hal tersebut jika (a). Laju pertumbuhan mikroorganisme pertama

lebih kecil dari laju aliran fluida yang keluar dari Sistem (b). Laju pertumbuhan

mikroorganisme ke dua lebih kecil dari laju aliran fluida yang keluar dari

Sistem. Pada awal waktu berapapun proporsi dari nutrien, proporsi dari
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mikroorganisme pertama dan kedua, maka untuk waktu yang cukup lama

pada akhirnya proporsi nutrien akan mendekati1,sedangkan mikroorganisme

pertama dan ke dua akan habis.

2. Titik Ekuilibrium E2 c,1− c
D1

,0 merupakan titik ekuilibrium yang stabil asimtotik

global. Interpretasi hal tersebut jika laju aliran fluida yang keluar dari Sistem lebih

besar dari laju pertumbuhan mikroorganisme ke dua terhadap proporsi

nutrien. Pada awal waktu proporsi dari nutrien dekat dengan c, proporsi

mikroorganisme pertama dekat dengan
1− c
D1

dan proporsi mikroorganisme

kedua sangat sedikit, maka untuk waktu yang cukup lama, proporsi nutrien

akan mendekati c proporsi mikroorganisme pertama akan mendekati
1− c
D1

dan

mikroorganisme ke dua akan habis.

3. Ilustrasi perilaku proporsi berupa simulasi numerik dan potret fase dari

nutrien c(t) , mikroorganisme pertama p(t) dan mikroorganisme ke dua q(t)

terhadap waktu akan konvergen ke masing-masing titik ekuilibriumnya yaitu

untuk :

E1 (1,0,0) dan E2 c,1− c
D1

,0 . Dalam hal ini dapat diartikan yakni dengan

pengambilan beberapa nilai awal, solusi dari sistem model matematika untuk

pertumbuhan dua mikroorganisme di medium kemostat akan menuju atau

konvergen ke titik ekuilibriumnya.

B. Saran

Pada bagian ini peneliti hanya membuktikan kestabilan global untuk dua kasus

titik ekuilbrium yaitu E1 (1,0,0) dan E2 c,1− c
D1

,0 . Dalam hal ini peneliti belum

membuktikan untuk kasus titik ekuilibrium E3 c,0,1− c
D2

apakah stabil asmtotik

global atau tidak. Dengan demikian perlu adanya kajian lebih lanjut untuk membuktikan

atau menemukan titik ekuilibrium yang lain. Lebih lanjut, perlu adanya penelitian

berupa pengembangan lanjutan mengenai kasus-kasus yang serupa seperti

adanya bifurkasi Hopf atau Transkritikal pada model pertumbuhan
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mikroorganisme di medium kemostat guna menyelidiki eksistensi kestabilan dari

masing-masing titik ekuilibriumnya.
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