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Abstrak

Keterbagian dari penjumlahan berhingga bilangan berpangkat seperti
=DM, Yin,i—1D™, YL, BD™, Yk=1(4k)™, dan Yi_;(5k)™ telah

dikembangkan oleh beberapa penulis di berbagai buku dan artikel.

Dalam artikel ini akan dibahas sisa pembagian dari Y~ ;(7i{)™ oleh

pembagi 3 dan 5 dengan menggunakan konsep keterbagian serta

memformulasikannya berdasarkan sisa pembagian yang didaftarkan

dalam bentuk tabel, dan pada bagian akhir diperoleh hasil bahwa
™ (7)™ kombinasi linear dari Y- ;(3i))™ dan Y, (50)™.

Kata kunci: Penjumlahan bilangan bulat berpangkat, Keterbagian
bilangan, Kombinasi linear.

Abstract

The division of finite sums of powers of integers such as Y- (2i)™, Yi=,(2i —

D™, X GBD™, Yr=1(4k)™, and Y_1(5k)™ has been developed by several

authors in various books and articles. In this article will discuss about residual

division of Y,i=,(71)™ by divisors 3 and 5 by using the concept of divisibility

and formulating it based on residual division that are listed into table, and at

the end obtained results that Y1 1(7i)™ linear combination of ¥,j—,(31)™ and
N

Keywords: Sums of powers of integers, Divisibility of numbers, Linear
combination.
1. Pendahuluan

Keterbagian (divisibility) merupakan dasar pengembangan teori bilangan,
sehingga konsep-konsep keterbagian akan banyak digunakan didalam

sebagian besar uraian atau penjelasan matematis tentang pembuktian
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teorema. Keadaan inilah yang memberikan gagasan tentang perlunya
keterbagian. Keterbagian atau divisibility adalah sudut pandang matematika

yang mempelajari suatu bilangan yang habis dibagi oleh bilangan lain.

Goldberg (2010) dan Mashadi dan Hadi (2017) menyatakan bahwa barisan
bilangan real adalah fungsi pada himpunan bilangan asli N dengan daerah
jelajah termuat di dalam himpunan bilangan real. Dalam buku
Kemendikbud (2013) Barisan aritmatika adalah barisan bilangan yang beda
setiap dua suku yang berurutan adalah sama dan barisan geometri adalah
barisan bilangan yang nilai pembanding (rasio) antara dua suku yang

berurutan selalu tetap.

Algoritma pembagian telah dibahas dalam beberapa buku antara lain Baker
(1984), Burton (2010), Koshy (2007), Niven I (1991) menyatakan bahwa

algoritma pembagian sebagai berikut:

Teorema 1 (Algoritma Pembagian). Diberikan bilangan bulat a dan b, dengan
b > 0, terdapat tepat satu bilangan bulat g dan r sedemikian sehingga
a=gb + r dimana 0 < r < b. Bilangan bulat g disebut hasil pembagian dan

r disebut sisa pembagian.

Kekongruenan telah dibahas dalam beberapa buku antara lain Burton (2010),
Clark (2003), dan Stark (1998) menyatakan defenisi kekongruenan sebagai
berikut:

Definisi 1 (Kekongruenan). Dua bilangan bulat a dan b dikatakan kongruen
modulo 7, disimbolkan dengan a = b (mod ) jika n membagi habis (a - b),

artinya jika a —b = kn untuk beberapa bilangan bulat k.

Keterbagian dari penjumlahan berhingga bilangan berpangkat telah dibahas
dalam beberapa artikel antara lain Gulliver (2010) menyatakan keterbagian

£1(2i)™ oleh pembagi 3 dan 5 dengan cara mendaftarkan sisa pembagian
ke dalam bentuk tabel dengan m =1,2,3,...,12 dan n = 1,2,3,...,10. Dari tabel
tersebut dapat ditentukan pola sisa pembagian untuk m dan n berikutnya

sehingga dapat ditentukan karakteristik keterbagian.

Gulliver (2010) menyatakan keterbagian ).I*;(2i — 1)™ oleh pembagi 10, 3,

dan 5 dengan cara mendaftarkan sisa pembagian ke dalam bentuk tabel
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dengan m = 1,2,3,...,12 dan n = 1,2,3,...,12. Dari tabel tersebut dapat
ditentukan pola sisa pembagian untuk m dan n berikutnya sehingga dapat

ditentukan karakteristik keterbagian.

Gulliver (2012) menyatakan keterbagian )'-,(3i)™ oleh pembagi 4 dan 5
dengan cara mendaftarkan sisa pembagian ke dalam bentuk tabel dengan
m=123,...,12 dan n = 1,2,3,...,15. Dari tabel tersebut dapat ditentukan pola
sisa pembagian untuk m dan n berikutnya sehingga dapat ditentukan

karakteristik keterbagian [8].

Suprijanto dan Rusliansyah (2014) menyatakan keterbagian };z_,(4k)™ oleh
pembagi 10, 5, dan 3 dalam dua kasus, yaitu kasus m tetap dan n tetap.
Untuk kasus n tetap, sisa pembagian didaftarkan ke dalam bentuk tabel
dengan m = 1,2,3,...,12 dan n = 1,2,3,...,10. Dari tabel tersebut dapat
ditentukan pola sisa pembagian untuk m dan n berikutnya sehingga dapat
ditentukan  karakteristik  keterbagian tersebut. Untuk kasus n tetap,

ditentukan beberapa keterbagian untuk nilai m tertentu.

Suprijanto (2015) Keterbagian Y);_;(5k)™ oleh pembagi 10 dan 3 dalam dua
kasus, yaitu kasus m tetap dan n tetap. Untuk kasus n tetap, sisa pembagian
didaftarkan ke dalam bentuk tabel dengan m = 1,2,3,...,10 dan n =
1,2,3,...,10. Dari tabel tersebut dapat ditentukan pola sisa pembagian untuk
m dan n berikutnya sehingga dapat ditentukan karakteristik keterbagian
tersebut. Untuk kasus n tetap, ditentukan beberapa keterbagian untuk nilai

m tertentu.

Banyak bentuk keterbagian lainnya yang ditentukan secara mudah untuk
nilai n atau m tetap dengan melihat jumlah modulo setiap bilangan atau
dengan menentukan bentuk rumus paling mendekati untuk nilai m tetap.

Selain itu, bisa menghitung }i, (pi)™ untuk p lebih besar dari tiga [8].

Dalam artikel ini akan dibahas sisa pembagian dari };;-,(7i)™ oleh pembagi
3 dan 5 dengan menggunakan konsep keterbagian  serta
memformulasikannya berdasarkan sisa pembagian yang didaftarkan dalam
bentuk tabel, dan pada bagian akhir dengan menggunakan konsep kombinasi

linear dalam buku [2,9] akan ditunjukkan dengan cara sederhana bahwa

., (7i)™ kombinasi linear dari Y}-;(3i)™ dan }i=,(5{)™.
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2. Metode Penelitian

Penelitian ini berbentuk studi literatur dengan mempelajari buku teks dan
artikel yang berkaitan dengan masalah ini. Adapun langkah-langkah yang

akan dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan kelas modulo untuk setiap pembagi 3 dan 5.

2. Menganalisis sisa pembagian Y;-;(7i)™oleh pembagi 3 dan 5 dengan
menggunakan Teorema Algoritma Pembagian.

3. Mendaftarkan sisa pembagian dari masing-masing pembagi ke dalam
bentuk tabel.

4. Menentukan karakteristik keterbagian };7*;(7i)™ oleh pembagi 3 dan 5
untuk setiap n.

5. Menunjukkan Y ;(7i)™ kombinasi linear dari 3/, (3i)™ dan Y7 ;(5)™.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada tahap awal akan ditentukan sisa pembagian dari };;- (7)™ untuk m =

1 oleh pembagi 3 secara matematika berdasarkan Teorema 1. Dengan

menggunakan rumus Y-, i = n(nz+1) maka Y);-, 7i dapat dinyatakan dengan

n . 7n(n+1)
i=1 /1=

Sisa pembagian ), 7i oleh pembagi 3 berada pada kelas

7n(n+1) 7n(n+1)

13 =
untuk membagi yaitu 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3,6k + 4, dan 6k + 5 dengan

k =0, n € Z*. Kemudian nilai 7 tersebut disubtitusikan ke dalam persamaan

. nn+1
=70 = s
2

modulo 6 karena sehingga nilai n yang memungkinkan

sehingga diperoleh sisa pembagian )., 7i oleh pembagi 3

seperti terlihat dalam uraian berikut:

Sisa pembagian ;i 7i oleh pembagi 3 untuk n = 6k sebagai berikut:
7n(n+1) _ 7.6k(6k+1)

S, 7i= P2 = 2 = 73k(6k + 1) = 3.7k(6k +1) = 3K

Sehingga )", 7i habis dibagi 3 untuk n = 6k.

Sisa pembagian )i~ 7i oleh pembagi 3 untuk n = 6k + 1 sebagai berikut:

ny7i= D o OO 766k + 1) (3k +1) = 7(18k% + 9k + 1)

=126k* + 63k + 7= 3(42k* +21k+2)+1=3K +1
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Sehingga sisa pembagian )} ; 7i oleh pembagi 3 untuk n = 6k + 1 adalah 1.

Sisa pembagian Y., 7i oleh pembagi 3 untuk n = 6k + 2 sebagai berikut:
__ 7n(n+1) _ 7(6k+2)(6k+3)

L, 7i=20 - = 7(3k + 1)(6k + 3)

=376k +1)(2k +1) = 3K
Sehingga Y-, 7i habis dibagi 3 untuk n = 6k.

Sisa pembagian Y-, 7i oleh pembagi 3 untuk n = 6k + 3,6k + 4, dan 6k + 5
dapat diperoleh dengan cara yang sama sehingga diperoleh 3 | Yty 7i untuk
n = 6k, 6k + 2, 6k + 3, dan 6k + 5 dengan k > 0.

Pada tahap berikutnya akan ditentukan sisa pembagian dari Y;-;(7i)™ untuk
m = 1 oleh pembagi 5 secara matematika berdasarkan Teorema 1. Sisa

pembagian Y ;7i oleh pembagi 5 berada pada kelas modulo 10 karena
7n(n+1) | 5= n(n+1)
2 Y7 10
yaitulOk, 10k +1, 10k + 2, 10k + 3, 10k + 4, 10k +5, 10k +6, 10k + 7,
10k + 8, dan 10k + 9dengan k =0, n € Z*. Kemudian nilai n tersebut

7n(n+1)
2

pembagian Y, 7i oleh pembagi 5 seperti terlihat dalam uraian berikut:

sehingga nilai n yang memungkinkan untuk membagi

disubtitusikan ke dalam persamaan Y} 7i = sehingga diperoleh sisa

Sisa pembagian Y., 7i oleh pembagi 5 untuk n = 10k sebagai berikut:

ny7i= 0D o ZIOKIORD 75k (10k + 1) = 5.7k(10k + 1) = 5K

Sehingga )", 7i habis dibagi 5 untuk n = 10k.

Sisa pembagian ;- 7i oleh pembagi 5 untuk n = 10k + 1 sebagai berikut:
7n(n+1) _ 7(10k+1)(10k+2)

P 7i= : = 7(10k + 1) (5k + 1)
= 7(50k? + 15k + 1) = 350k? + 105k + 7 = 5(70k? + 21k + 1) + 2
=5K+2

Sehingga sisa pembagian };i_; 7i oleh pembagi 5 untuk n = 10k + 1 adalah
2.

Sisa pembagian )i~ 7i oleh pembagi 5 untuk n = 10k + 2 sebagai berikut:

?:1 7i = 7n(121+1) _ 7(10k+2;(10k+3) _ 7(5k n 1)(10k n 3)

= 7(50k? + 25k + 3) = 350k? + 175k + 21 = 5(70k? + 35k + 4) + 1
=5K+1
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Sehingga sisa pembagian Y;;-; 7i oleh pembagi 5 untuk n = 10k + 2 adalah
1.
Sisa pembagian )i, 7i oleh pembagi 5 untuk n = 10k + 3,10k + 4, 10k + 5,
.., 10k +9 dapat diperoleh dengan cara yang sama sehingga diperoleh
5| ¥, 7i untuk n = 10k, 10k + 4, 10k + 5, dan 10k + 9 dengan k > 0.
Selanjutnya sisa pembagian yang telah diperoleh tersebut didaftarkan ke
dalam Tabel 1. Tabel ini baik digunakan untuk pembelajaran sisa pembagian
dari ;- 1(7i)™ oleh pembagi 3 denganm =1, 2, 3,...,10.

Tabel 1. Sisa Pembagian dari };;-;(7i)™ oleh pembagi 3

Pangkat Jumlah n
m 1 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1001001001 0 0 1 0 O
2 1220112001 2 2 0 1 1
3 1001001001 O0 01 0 O
4 1220112001 2 2 0 1 1
5 10010020010 01 0 O
6 1220112001 2 2 0 1 1
7 10010020010 01 0 O
8 1220113001 2 2 0 1 1
9 1001003001 0 0 1 0 O
10 1220113001 2 2 0 1 1

Berdasarkan Tabel 1 tersebut dapat diformulasikan karakteristik
keterbagian Y;i-;(7i)™ oleh pembagi 3 untuk setiap n. Perhatikan bahwa
kolom 8 dan 9 mempunyai angka terakhir 0. Jadi, untuk n = 9r dan 9r - 1
dengan r> 1 maka 3 dapat membagi barisan bilangan tersebut seperti

dilambangkan sebagai berikut:

n
3 | 2(71')’" untukn =9rdan9r - 1

i=1

Tabel 2 digunakan untuk pembelajaran sisa pembagian dari ¥ (7)™ oleh

pembagi 5 dengan m =1,2,3,...,10 seperti terlihat pada tabel berikut:
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Tabel 2. Sisa Pembagian dari };}-,(7i)™ oleh pembagi 5

Pangkat Jumlah n
m 1 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 21200212040 2 1 2 0 0
2 4 01 00401O0O0 4 0 1 00
3 3230032300 3 2 3 0 0
4 1234401233 4 0 1 2 2
5 2120021200 2 1 2 0 0
6 4 01 00401O0O0 4 0 1 00
7 3230032300 3 2 3 00
8 123 4401233 4 0 1 2 2
9 2120021200 2 1 2 0 0
10 4 01 0040100 4 0 1 00

Berdasarkan Tabel 2 tersebut dapat diformulasikan karakteristik
keterbagian Y;;-;(7i)™ oleh pembagi 5 untuk setiap n. Perhatikan bahwa
kolom 4, 5, 9, 10, 14, dan 15 mempunyai angka terakhir O jika dan hanya jika
m # 0 mod 4. Jadi, untuk n = 5r dan 5r — 1 dengan r> 1 maka 5 dapat

membagi barisan bilangan tersebut seperti dilambangkan sebagai berikut:

n
5| 2(71')’” & m # 0mod4 untukn = 5rdan 5r-1
i=1
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa };;-;(7i)™ kombinasi linear dari

~,(@Bi)™ dan YiL,(51)™, dimulai dengan mendaftarkan beberapa barisan
bilangan yang dihasilkan oleh )7L, (3i)™ , %i-,(50)™, dan };=,(7i)™ untuk
m =1,23,,...,10 dengan tujuan untuk mempermudah dalam menunjukkan

kombinasi linear barisan tersebut seperti terlihat pada tabel berikut:

Tabel 3. Barisan bilangan yang dihasilkan oleh ;- (3i)™

Notasi Sigma Barisan Rumus Umum Suku ke n

i 3,9,18, 30,.. “nnt 1)

n
i=1
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Y GO 9,45,126,270..  sn(m+D@En+1)
i=1
i=1 yees

i=1

n 59049, 20175075, 19683
2(3010 3547309626, D nn+1Dn+1)M?+n—-1)3n®+9n’
= 21821557950 +2n*—11n3+3n%2+10n-5)

Tabel 4. Barisan bilangan yang dihasilkan oleh )i, (5i)™

Notasi Sigma Barisan Rumus Umum Suku ke n

Y5 5,15, 30, 50, 2+ 1)

Y07 25,125,350,750..  Znn+ D@n+ 1)

S Ego (1)125, 4500, 25 e 19
i=1 oo

= 9765625,

i sy 10009765625, TR 2n+ (n+ D +n—1)(3 S
= 586660156250, +9n°+2n*—11n*+3n2+10n—75)
10826660156250, ...

Tabel 5. Barisan bilangan yang dihasilkan oleh ¥, (7i)™

Notasi Sigma Barisan Rumus Umum Suku ke n
Y7 7,21,42,70,. Tatn+1)
i=1
D(70? 49,245,686, 1470..  Tn(n+D@n+ 1)
i=1
Z(7i)3 343, 3087, ﬁnz o+ 1)?
i=1

12348,34300, ... 4
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iy 282475249,
i(”)“’ 289537130225, %75249 n@n+ D@+ D2 +n—1)
~ 16969418108426, (3n8 +9n5 + 2 n* — 11n3 + 3n% + 10n - 5)
313166184803850, ...

Akan ditunjukkan bahwa barisan bilangan )i, (7i)™ merupakan kombinasi

linear dari barisan bilangan Y;i*;(3i)™ dan barisan bilangan ;- (5i)™ seperti

contoh berikut:
Contoh 4.3 Apakahc= },7i = %n(n-&-l) dapat dinyatakan sebagai

kombinasi linear dari a = )i~ 3i = %n(n +1)danb =)L, 5i= gn(n +1)?
Solusi. Akan ditentukan nilai p dan q yang memenuhi persamaan pa + gb = ¢
p(%n(n +1) ) + q( gn(n + 1) ) = %n(n + 1)

o3 )G+ 30) =G 20
7
-
2

Nilai p dan g ditentukan dengan menggunakan Operasi Baris Elementer
(OBE) sebagai berikut:

NlWN W
N|juN|n

3 EEZBl—Bzo 010
ERE I ER
2 22 2 22
3 5 7
2PTR075

3,=71_5%

2P =772

7 5
P=5-34 (4.3)

Untuk memperoleh p bilangan bulat maka g = 2, 5, §,.... disubtitusikan ke
persamaan (4.3) sebagai berikut:

Untukq=2,p=§—§(2)=—1
7

Untukq=5,p=——§(5)=—6
Untukq=8,p=——§(8)=—11

N w

w

Untuk q =11, 14, 17 ... dapat dilakukan dengan cara yang sama.
Jadi diperoleh banyak solusi untuk p dan q. Jika dipilih salah satu solusi
yaitup = —1 dan q = 2 maka ¢ merupakan kombinasi linear dari a dan b

yang ditulis dalam bentuk ¢ = —a + 2b.
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4. Kesimpulan dan Saran

4.1. Kesimpulan

Hasil yang diperoleh adalah karakteristik sisa pembagian dari )i, (7i)™
oleh pembagi 3 dan 5 sebagai berikut:

n
3 | 2(70’” untukn = 9rdan9r - 1

=1

n
5| Z(7i)m o m # 0mod4 untukn = 5rdan5r-1
i=1
Kemudian terbukti bahwa );(7i)™ merupakan kombinasi linear dari

?=1(3i)m dan Z?zl(Si)m
4.2. Saran

Pada tesis ini penulis membahas tentang analisis sisa pembagian dari

(7)™ Penulis menyarankan agar penelitian ini dapat dikembangkan
untuk keterbagian bilangan lainnya agar nantinya dapat menghasilkan
sebuah tulisan yang membahas seluruh karakteristik sisa pembagian

bilangan.
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